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8 Kombinatorik
8.1 Kombinatorik



1 Potenzen, Wurzeln, Logarithmen und Betrage

1.1 Potenzen und Wurzeln
Potenzen und Wurzeln

Definition 1.1. Fira€ R, n€ IN ist

a"=a-a-...-a
—_——

n Faktoren

die n-te Potenz von a. Dabei heillt a Basis und n Exponent.

Fiir a # 0 ist:

Fir a € Ry ist die n-te Wurzel aus a
1
aﬁ = \75
die eindeutig bestimmte nicht-negative Zahl, deren n-te Potenz a ergibt.

Firae Ry, nelN, meZist

a% = (@) = (a7)" = (Va)" = Vam

Beispiel 1.2.
2°=0.2.2.2.2=32
11
32=_=2
3279

165 =v16 =2, da2*=16
3
4% = (vVa) = Va3
Beispiel 1.3. Herr Huber legt bei seiner Bank einen Betrag von Ky € mit einer Zinsrate
von p% jahrlich an. Die Zinsen werden jeweils am Jahresende gutgeschrieben und dem

Anlagebetrag zugeschlagen.
Sein Guthaben betrdagt nach

einem Jahr: K; =Ko+ Kp - P Ko - <1 + L)

100 100
zwei Jahren: Ko = K; + Ki - P Ko - (1 + L)z
100 100

: — P ( L)”
n Jahren: K, = Kp—1 + Kn-1 100 Ko 1+100

Dies ist die Zinseszinsformel.
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Beispiel 1.4. Frau Kramer bendtigt in n Jahren einen Betrag von K, €. Wie kann sie
ausrechnen, welches Kapital sie heute anlegen muss, wenn die Bank ihr Kapital jahrlich mit

einer Zinsrate von p% verzinst und die Zinsen jeweils dem Kapital gutschreibt.
Aus dem ersten Beispiel sieht man:

% Kn
Ky = K -(1 —) = Ko= 1"
n= "o\ 100 T (1 &))"
— K. . P \-n
= Ko=Kp- (14 155)
Rechenregeln fiir Potenzen
r S r+s

al’
> B
aS
r
» E r: i :ar.b_r
b br
r r

Beispiel 1.5.

47 =4() 433249 aber (437 =(4-4-4)2 =432 =45

(27X3py6qzl2r)% — 3Xpy2qz4r

V2 .
e
[(3a)_1]_2(2a‘2)_1 9 -
a3 —27
()] = = Ve

1.2 Logarithmen

Logarithmen

Definition 1.6. Seien a € Ry \{1} (d.h. positiv und ungleich 1) und x € Ry. Dann ist
log, x der Logarithmus von x zur Basis a derjenige Exponent, mit dem a potenziert werden

muss, um x zu erhalten:
log,x =u < a" =x.



1.2 Logarithmen

Fiir Logarithmen zur Basis 10 verwendet man statt log;q x auch abkiirzend die Schreibweise
Ilg x, fir Logarithmen zur Basis e, den natlirlichen Logarithmus, schreibt man statt log, x
auch Inx.

Beispiel 1.7.
log,8 =3, denn23=28

lg100 =2, denn 10% = 100
1 1
|0993:§, denn 92 =9 =3

1\ —2
log: 9 = —2, denn (7) —32-9
; 3

Rechenregeln fiir Logarithmen
Firae Ry\{1}, x,y € Ry und p € R gilt:

> alogax = x
> log, (a%) = x
> log, (xy) = log, x + log, ¥

X
> log, (7) =log, x —log, y

y
> log, x” = plog, x

log, x

> log, x = log, b - log,, x bzw. log,x =

ga ga gb gb |Ogab

Beispiel 1.8. Fiir x > 0 gilt

log,(8x2) = log, 8 4 log, X2 = 3 + 2log, x

100
|9<F> =1g100 —Igx® =2 —5lgx

Umrechnen in eine andere Basis:

lg 100 2
logy 100 = ——— = —
092 Ig 2 g2
Beispiel 1.9. Herr Huber bekommt von seinem Arbeitgeber eine jahrliche Gehaltssteigerung
von 4% zugesagt. Er iiberlegt, nach wie vielen Jahren er zum ersten Mal mehr als doppelt

soviel verdient.
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Mit G bezeichnen wir Herrn Hubers derzeitiges Gehalt und I6sen die Gleichung:

t
26:6(14—1;1()) | : G Beachte G > 0
= 2=1.04" |Anwendung des Logarithmus
<= g2 =1g(1.04%) |Rechenregel Logarithmus
< Ig2=1t-Igl.04
Ig2
Ig1.04
Da |g'%_204 ~ 17.67, verdient Herr Huber nach 18 Jahren zum ersten Mal mehr als doppelt
so viel.

1.3 Betrige reeller Zahlen

Betrdge reeller Zahlen

Definition 1.10. Unter dem Betrag einer reellen Zahl a versteht man geometrisch den
Abstand von a zum Ursprung (Nullpunkt) auf der reellen Zahlengeraden, d. h.

a fallsa>0
|a| =

—a fallsa<0
Beispiel 1.11.
|4 =4
| -5/ =5
0] =0

X—2 fallsx —2>0
Ix —2| =

—(x—2) fallsx—2<0
x—2 fallsx>?2

= |x—-2|=
2—x fallsx <2

Sind x; und x» zwei beliebige reelle Zahlen, so ist der Abstand von x; und x> auf der
Zahlengeraden

X1 — X2 fallsx1 ZXQ,d.h. X1 — X2 >0

xo—xp fallsxo >x7,d.h. xg—x <0.

Somit gibt
X1 — X2 falls X1 > X

X0 — x1] = |x1 — x| = {

—(Xl — X2) falls x; < xo

den Abstand zwischen x; und x> auf der Zahlengeraden an.



Beispiel 1.12. e Abstand zwischen 2 und 8: |2 —-8|=|—6|/=6
e Abstand zwischen —5 und 10: | =5 — 10| = | — 15| =15

e Abstand zwischen —7 und —=3: | -7 —(=3)|=|—-4| =4

2 Grundlagen der Mengenlehre

Definition 2.1.

e Als Menge bezeichnet man die Zusammenfassung unterschiedlicher Objekte, die Ele-
mente genannt werden.

e Eine Menge, die kein Element enthalt, heilst /eere Menge und wird mit dem Symbol
{} (oder @) bezeichnet.

e Zwei Mengen A und B sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten, man
schreibt dann A = B.

Beispiel 2.2.
1. Menge der Teilnehmer am Vorkurs Mathematik
2. Menge der Zahlen 2,3,5,7.

3. Menge der Telefonnummern in Wuppertal

Bezeichnung 2.3. Mengen werden in der Regel mit groSen Buchstaben, die Elemente mit
kleinen Buchstaben bezeichnet.

e x € A: x ist Element von A.

e x & A: x ist nicht Element von A.

2.1 Beschreibung von Mengen

Man unterscheidet die aufzahlende und die beschreibende Form. Bei der aufzahlenden Form
werden alle Elemente in beliebiger Reihenfolge zwischen zwei geschweiften Klammern auf-
gelistet, z. B.

A={1,2,3,4,5} oder auch A={2,5,1,4,3}.

Haufig ist es unpraktisch oder auch nicht moglich, eine Menge in der aufzahlenden Form
anzugeben. Bei der beschreibenden Form werden die Elemente mit Hilfe von Aussageformen
unter Angabe der Grundmenge spezifiziert, z. B.

A={xeN:1<x<5}.
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2.2 Beziehungen zwischen Mengen

Definition 2.4. A C B (gesprochen , A ist Teilmenge von B"), wenn jedes Element von A
auch Element von B ist, d.h.

ACB «<— (x€e A = xe€B)

2.3 Verkniipfungen von Mengen

Definition 2.5. Als Durchschnitt oder Schnitt AN B zweier Mengen A und B bezeichnet
man die Menge aller Elemente, die zu A und zu B gehoren, d. h. ANB = {x: x € AAx € B}.

Ist AN B = &, so heilen A und B disjunkt.

Die Vereinigung AU B zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente, die zu A oder
zu B gehoren, d.h. AUB ={x:x€ AV x € B}.

Die Differenzmenge A\B von A und B ist die Menge aller Elemente von A, die nicht zu B
gehoren, d.h. AAB={x:xe€ AAx & B}.

Das Komplement C(A) einer Menge A bezogen auf eine Grundmenge Q2 besteht aus allen
Elementen von €, die nicht zu A gehdren, d.h. C(A) ={x € Q:x ¢ A} = Q\A

Beispiel 2.6. Die Grundmenge €2 sei die Menge aller Studierenden an der Bergischen
Universitat Wuppertal.

W Menge aller Studierenden der Wirtschaftswissenschaften
F Menge aller weiblichen Studierenden

M Menge aller mannlichen Studierenden

S Menge aller Studierenden, die im Unichor singen

B Menge aller Studierenden, die Basketball spielen

Wir iiberlegen nun, wie die folgenden miteinander verkniipften Mengen beschrieben werden
konnen.

Q\W Alle Studierenden, die nicht Wirtschaftswissenschaften studieren

WwWus Alle Studierenden, die Wirtschaftswissenschaften studieren oder im
Unichor singen

MnNB Alle mannlichen Studierenden, die Basketball spielen

WA\(BNS) Studierende der Wirtschaftswissenschaften, die nicht sowohl Bas-

ketball spielen als auch im Chor singen

(W\S)U (W\B) Studierende der Wirtschaftswissenschaften, die nicht sowohl Bas-
ketball spielen als auch im Chor singen

10



2.4 Rechenregeln

2.4 Regeln fiir die Verkniipfung von Mengen

AUuB = BUA

(Kommutativgesetz)
ANB = BNA

AU(BUC) = (AUB)UC

(Assoziativgesetz)
ANn(BNC) = (AnB)NnC

AU(BNC) = (AUB)N(AUCQC)
AN(BUC) = (ANB)U(ANCQC)
C(AUB) = C(A)nC(B)
C(AnB) = C(A)UC(B)

(Distributivgesetz)

(Regel von De Morgan)

Tabelle 1: Regeln fiir die Verkniipfung von Mengen

Definition 2.7. Seien A und B Mengen. Unter dem Kreuzprodukt A x B von A und B
versteht man die Menge aller méglichen geordneten Paare (Tupel) (a, b), wobei die erste
Komponente aus A und die zweite Komponente aus B ist, d. h.

Ax B={(ab):ac A be B}.

Beispiel 2.8.

{1.2} x{2,3} ={(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)}

Bezeichnung 2.9 (Zahlenmengen).

natiirliche Zahlen N = {1,2,3,...}
ganze Zahlen Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,...}

rationale Zahlen Q = { : m € Z,n € IN} Da sich jeder Bruch als endliche oder
periodische Dezimalzahl darstellen lasst (z. B. % = 0.3), kann man die rationalen
Zahlen auch angeben als Q = {x: x endliche oder periodische Dezimalzahl}.

reelle Zahlen R = {x: x endliche oder unendliche Dezimalzahl} Zu den rationalen
Zahlen kommen bei den reellen Zahlen die unendlichen, nicht periodischen Dezimal-
zahlen dazu. Dies sind die sogenannten irrationalen Zahlen wie z. B. 7, /2.

Wenn wir festlegen wollen, dass wir von einer Zahlenmenge nur die nicht-negativen
Elemente betrachten wollen, so kennzeichnen wir dies mit einem tiefgestellten + z. B.
Ry ={xeR:x>0}.

11



3 Gleichungen

2.5 Intervalle

Definition 2.10 (Intervall). Seien a,b € R mit a < b. Die Menge aller reellen Zahlen
zwischen a und b heifst (endliches) Intervall, a und b heien Randpunkte des Intervalls. Dabei
wird unterschieden, ob Randpunkte zum Intervall dazugehoren oder nicht. Im einzelnen
verwenden wir die folgenden Bezeichnungen.

[a,b] ={x€eR:a<x<b} abgeschlossenes Intervall von a bis b
(a,b)={xeR:a<x< b} offenes Intervall von a bis b

[a,b) ={xeR:a<x< b} halboffenes Intervall von a bis b
(a,b]={x€eR:a<x<b} halboffenes Intervall von a bis b

Die Lange der Intervalle betragt jeweils b — a.

Auch gewisse unbeschrankte Mengen werden als unendliche Intervalle bezeichnet und mit
Hilfe des Symbols co gekennzeichnet.

[a,00) ={x € R:a<x}

(a,0) ={xeR:a<x}
(—oo, b ={x € R:x < b}
(—00,b) ={x € R:x < b}
(—00,0) =R

Merke: Unendlich oo ist keine reelle Zahl und kann deshalb nicht in einem Intervall liegen.

3 Gleichungen

Losen von Gleichungen

In nahezu allen Anwendungen der Mathematik miissen Gleichungen gelost werden. Insbe-
sondere ist es wichtig, auch mit Gleichungen umgehen zu konnen, in denen nicht nur die
Variable x, sondern auch andere Namen und mehrere Variable vorkommen.

Bei jeder Umformung einer Gleichung muss man im Klaren dariiber sein, ob es sich um eine
Aquivalenzumformung handelt.

Zu aller erst muss man jedoch (berpriifen, fiir welche Werte eine Gleichung iiberhaupt
zulassig ist, d. h. es muss die Definitonsmenge D der Gleichung bestimmt werden. Wenn
keine weiteren Einschrankungen vorgegeben sind, nehmen wir als Grundmenge die reellen
Zahlen an.

Beispiel 3.1. Fiir welche Werte von p gilt die Gleichung

60— 5(2p~3)=3(1-p) ~ S(p+2)7

12



Definitionsmenge der Gleichung: D = R Losen der Gleichung:

1 7 o
6p — 5(2/3 —-3)=3(1-p)— a(p—i- 2) ausmultiplizieren
3 7 7
— 6p —p+ 5= 3—-3p— ép —3 zusammenfassen
- pgo—2 22 12,3
PT5737%° 6772
B,_5 |.8
67" 6 55
<— = § E’kl’jrzen
P=7% &5
_ 1
P="11

1
Losungsmenge: I = {_ﬁ}
Beispiel 3.2. Fiir welche Werte von x gilt die Gleichung

2x2+5x—9 2
x(x+3)  x+3

+17

Definitionsmenge der Gleichung: D = R \ {0, —3} (da Division durch Null nicht erlaubt)
Losen der Gleichung:

2x2 4+ 5x —9 2
- 1 ( 3) mit x £ 0 -3
X(x+3) x+3+ X(x+3)mit x#0 A x #

= 2x% 45X —0=2x+x>+3x A x#0 A x# -3 ‘ —x?>—5x+9

= x°=9AXx#0Ax#-3
— (x=3Vx=-3)Ax#0 A x#-3
= x=3

Losungsmenge: I = {3}

Beispiel 3.3. Ein Unternehmen stellt Mathematikbiicher fiir Wirtschaftswissenschaftler
her. Die Produktion kostet pro Buch €23. Aulerdem hat das Unternehmen Fixkosten von
€10000. Jedes Buch wird flir €68 verkauft. Wie viele Blicher missen verkauft werden, um
einen Gewinn von €57500 zu erzielen?

Wir bezeichnen mit B die Anzahl produzierter und verkaufter Biicher. Dann betragen die
Gesamtkosten in €: 23 B + 10000, die Einnahmen in €: 68 B. Es soll also 68 B — (23 B +
10000) = 57500 gelten.

13
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Grundmenge: IN Definitionsmenge der Gleichung: D = IN
Losen der Gleichung:

688 — (23 B + 10000) = 57500 ‘ + 10000
= 45 B = 67500 ‘ .45
<= B = 1500

Der gewiinschte Gewinn wird also erreicht, wenn 1500 Biicher produziert und verkauft
werden.

3.1 Quadratische Gleichungen

Quadratische Gleichungen
Gesucht sind die Lésungen der quadratischen Gleichung

ax’>+bx+c=0mita#0.

Mit den Abkiirzungen p = g und g = £ ist dies dquivalent zu

x4+ px+qg=0

der quadratischen Gleichung in Normalform. Mittels quadratischer Erganzung erhalten wir:

x° + pX—+q= ‘quadratische Erganzung
5 - (5) +(5)
— -] — (= =0 -] -
(x +3 5) +a +(5) —a
2) = ()
= - =(=z) —
(X+ 2 2) — 9

Definition 3.4 (Diskriminante). Der Term

p 2
(5) -
heilt Diskriminante der quadratischen Gleichung x% + px + g = 0.

Am Vorzeichen der Diskriminante kann man die Losbarkeit der quadratischen Gleichung
ablesen:

)2 — g <0 = keine Lésung

—

—~
NI DT NI

)2 —q =0 = eine (doppelte) Losung

( )2 — g >0 = zwei verschiedene Losungen

14



3.1 quadratische

Beispiel 3.5. Gesucht ist die Lésungsmenge der Gleichung: x> —3x +2 = 0.
Fir die Diskriminante gilt (%)2 -2 = % > 0; es gibt also zwei verschiedene reelle Losungen.

x> —3x42=0

3 312
= x=_4+ (ﬁ 2

2 2
3.1
= x=-+-
YT
= x=2Vx=1
=L ={1,2}
Beispiel 3.6. Gesucht ist die Losungsmenge der Gleichung: x° — x +2 = 0.
Fir die Diskriminante gilt (%)2 -2 = —% < 0; es gibt also keine reelle Losung.
Somit: L={}

Faktorisierung

Hat man, falls vorhanden, die reellen Losungen einer quadratischen Gleichung bestimmt, so
kann man den quadratischen Term faktorisieren, d. h. den Term in Linearfaktoren zerlegen.
Sind x; und xo Losungen der quadratischen Gleichung x> 4+ px + g = 0, so gilt:

x2+px+q:(x—x1)(x—x2).

Beispiel 3.7. Bestimmen Sie, falls moglich, die Zerlegung von 2x2 + %x — % in Linearfak-
toren.

Wir berechnen dazu die Lésungen der Gleichung 2x° + %x — % =0 Fir die Diskriminante
gilt ()2 + % = 1 > 0; es gibt also zwei verschiedene reelle Lésungen.

X2+—X—1:O = X=-— (i)2—|-1
6 3 12 12 3
1 7
T
B 2
;>X_§\/X__§

Der quadratische Term lasst sich also in Linearfaktoren zerlegen:

L)

15
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Spezialfille quadratischer Gleichungen
Ist in einer quadratischen Gleichung ¢ = 0, so lasst sich ax? + bx = 0 einfacher durch
Ausklammern l6sen.

Merke: Die Gleichung darf nicht durch x dividiert werden. Die Losung x = 0 wiirde sonst
.verloren gehen”.

Beispiel 3.8. Gesucht sind die Lésungen der Gleichung 2x° + 3x = 0.

2x243x =0 <= x(2x +3) =0
<~ x=0V 2x+3=0

3
—x=0 \/x:fi

~ o)

Spezialfille quadratischer Gleichungen
Einige quadratische Gleichungen lassen sich auch einfach durch Anwendung einer binomi-
schen Formel 16sen.

(a+ b)? = a° +2ab+ b?
(a—b)? =a’—2ab+ b
(a—b)(a+b) =a®—b?

Beispiel 3.9. Gesucht sind die Lésungen der Gleichung 4x° — 12x + 9 = 0.

4x2 —12x4+9=0 <= (2x - 3)? =0
—2x—-3=0

— X ==

~1-{3)

N W
N W

3.2 Gleichungen der Form x" = a

Gleichungen der Form x" = a
Beispiel 3.10.

a) x*=16 <<= x=4V16
= x=-2Vx=2
— L={-22}

16



3.3 mit Betragen

b) x® = —64 st in R nicht I6sbar, da bei einem geraden Exponenten
die Potenz nicht negativ werden kann.
= L={ }

c) x>=-64 < x=-V64
— x=-4
= L ={-4}

Gleichungen der Form x" = a
Allgemein gilt fiir die Losungsmenge einer Gleichung der Form x” = a mit a € R und
n € N:

ngeradeund a>0: IL={-va, va}

ngeradeund a=0: L= {0}

ngeradeunda<0: L={ }
nungerade und a>0: L= {ya}
nungerade und a=0: IL={0}
nungeradeund a<0: L= {-v/-a}

3.3 Gleichungen mit Betrdagen

Gleichungen mit Betrigen

Beim Losen von Gleichungen mit Betrdgen ist es wichtig, genau auf die nétigen Fallunter-
scheidungen zu achten.

Fiir jeden einzelnen Betrag muss dazu iiberlegt werden, fiir welche Werte der Variablen das
Argument des Betrags positiv oder negativ ist.

Beispiel 3.11. Gesucht sind die Losungen der Gleichung

I3x —2|=5.

3x—-2 fa”SXZ%
3x —2] =
2 —3x fallsx<%
1. Fall: x > 2.
I3x = 2| =5
< 3x—-2=5
< 3x=7
— x==
X3

17
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2. Fall: x < 3.

I3x —2| =5
< 2-3x=5
< —3x=3
= x=-1
= L = {-1}

Die Losungsmenge von |3x — 2| = 5 ist die Vereinigungsmenge von IL; und LLy:

7
]L:]L1U]L2:{—1,§}.

Beispiel 3.12. Gesucht sind die Losungen der Gleichung

I3x —2| =|x—5].

3x—2 falls x>
3x —2| =
2—-3x falls x <

WIN WIN

x—5 fallsx>5
|x = 5| =
b—x fallsx<5b

Damit miissen drei Falle betrachtet werden: x < % . % <x <5und x >5.

1. Fall: x > 5.

|3x — 2| = |x — 5|
< 3x—-2=x-5
< 2x=-3

3
<:>x:—§ = IL;={ }

2. Fall: 3 < x <5.

|I3x — 2| = |x — 5|
<—3x—-2=5-x
= 4x=7

e x=1 = IL—{Z}
T4 27 4

18



3.4 exponential

3. Fall: x < 5. Dann gilt

|I3x — 2| = |x — 5|
<—2-3x=5-—x
<— —3=2x

37
— ]L:]L1U]L2U]L3:{—*,*}.

Bemerkung 3.13. Zur Losung von Gleichungen mit Betrdgen muss jeder Betrag mittels
Fallunterscheidung aufgelost werden. Damit erhadlt man fiir jeden dieser Falle eine Glei-
chung, die auf einem Intervall giiltig ist.

Eine Losung einer solchen , Teilintervall-Gleichung” ist jedoch nur dann Losung der Betrags-
gleichung, wenn sie innerhalb des zugehorigen Intervalls liegt.

3.4 Exponentialgleichungen

Exponentialgleichungen
Die Losung einer einfachen Exponentialgleichung

a=b mita,b>0,a#1

erhalt man durch Anwenden des Logarithmus zur Basis a als

x =log, b,
da log, a* = x - log, a = x.
Beispiel 3.14.
1
15 = —
> 225
= —
< X 0915 25
< X = |Og]_5 1572
= x=-2
= L ={-2}
Beispiel 3.15.
2 =3

<= x =log, 3

19
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=1L = {log2 3}

Will man mit dem Taschenrechner einen Naherungswert fiir die Losung berechnen, so
kann es notwendig sein log, 3 in einen Quotienten aus Logarithmen zur Basis 10 oder e
umzuwandeln, d. h.

lg3  In3

logp3=—=—=— = 1.58.
092 g2 In2

3.5 Lineare Gleichungssysteme

Einfache lineare Gleichungssysteme
Im Rahmen des Vorkurses behandeln wir hier den Fall eines linearen Gleichungssystems mit
zwei Gleichungen und zwei Unbekannten.

Beispiel 3.16. In dem folgenden (einfachen) Modell bezeichne Y das Bruttoinlandsprodukt
(BIP), C den Konsum und /g die fest vorgegebene Gesamtinvestition jeweils in Geldeinhei-
ten. Das Modell besteht nun in der Annahme, dass das BIP die Summe aus Konsum und
Gesamtinvestition ist, und dass der Konsum eine lineare Funktion des BIP ist,

Y =C+ I
C=a+bYy

mit festen Parametern a > 0 und 0 < b < 1. Es stellt sich nun die Frage, ob dieses
Gleichungssystem losbar ist und was gegebenenfalls die Losung ist.

Will man das Problem fiir verschiedene Parameterwerte behandeln, ist es ziemlich unprak-
tisch, fiir alle diese Parameterwerte das Gleichungssystem neu zu l6sen. Sinnvoller ist es,
im Falle der Losbarkeit, die Losungen fiir Y und C in Abhangigkeit von den Parametern zu
bestimmen. Versuchen Sie selbst zu verifizieren, dass

a 1 b a
Y—l_b+1_b/o, C—l_b/o+1_b
das Gleichungssystem
Y =C+ Iy
C=a+bYy

[Ost.

Losen linearer Gleichungssysteme
mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten
Sei also

(1) auxi+awex = b
(2) anxi+axnx =b
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3.5 LGS

Geometrisch sind dies die Gleichungen zweier Geraden im R?. Wir suchen nun Wertepaare
(x1, x2), die beide Gleichungen erfiillen, d. h. geometrisch gemeinsame Punkte der beiden
Geraden.

Dafiir gibt es drei verschiedene Moglichkeiten:

1. Es gibt eine eindeutig bestimmte Losung. (geometrisch: Die Geraden schneiden sich
in einem Punkt.)

2. Es gibt unendlich viele Losungen. (geometrisch: Die Geraden sind gleich.)
3. Es gibt keine Losung. (geometrisch: Die Geraden sind parallel aber nicht gleich.)

Wir setzen zunachst voraus, dass alle Koeffizienten ungleich Null sind.

(1) - ax axail X1 + axapxp = axnb;
(2) ’ (—912) —aip a1 X1 — a2 ax Xo = —apbo
(1 ‘ (ar1ax —apan) X1 = axn by — a2 by
(1) : (—321) —ap1 d11 X1 — a1 a2 Xo = —an by
(2)-an ai1a X1 + aiiaxn Xo = anbo
(11 ‘ (a11 a0 — @12a01) X2 = a11 by — az1 by

1. (1) und (/) sind Bestimmungsgleichungen fiir x; und x. Man kann nachrechnen,
dass (/) und (/) auch giiltig sind, wenn Koeffizienten Null sind.

2. Der Wert D = aj1ax — aipany bestimmt Losungsmaoglichkeit des Gleichungssystems.
Man bezeichnet ihn daher als Determinante.

a) Ist D # 0, so hat das lineare Gleichungssystem die eindeutige Losung

axnby — ainbo a11bo — ax1by
X]_ = , X2 —
di1dz2 — dizaz1 di1dz2 — diza21
b) Ist D = 0 und axoby — a12bo = 0 und aj1bo — ax1b1 = 0, so hat das lineare
Gleichungssystem unendlich viele Losungen.

c) Ist D =0 und (axpby — ajaby # 0 oder a;1by — ap1by # 0), so hat das lineare
Gleichungssystem keine Losung.

Bezeichnung 3.17.

a1l di2

D= = ar1azn — aipan

dp1 a2
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heist Determinante zweiter Ordnung.
Ebenso:

b1 a2 ain b

Dy, = = brax — braro Dy, = = a11b> — ax1b1

by axn a1 bo

Dy, und Dy, erhalt man aus D, indem man die 1. bzw. 2. Spalte durch die rechte Seite des
Gleichungssystems (1) und (2) ersetzt.

Damit gilt:

(/) D'Xlszl
(I D - xo = Dy,

und

. D D
1. D #0. Dannist x; = 5, xo = 3, also

B Dy, Dy,
L= {( D' D >}
2. D=0 und Dy, =0 und Dy, = 0. Dann wird aus (/) und (//)0 =0, also

L= {(Xl,X2) D ad11X1 + aioxo = bl}.

3. D=0 und (Dy, # 0 oder Dy, # 0). Dann ist (/) oder (/) nicht erfiillbar, also:

L={},

Beispiel 3.18.
2x1 —3x0 =3
1><1 +x =2

3

Dazu berechnen wir die zugehorigen Determinanten.

D:

2
1
3 1

Da D # 0 ist, ist das Gleichungssystem eindeutig l6sbar und es gilt

Dy Dy,

D Dzl.

X1: :3, X2:

Die Losungsmenge ist somit I = {(3,1)}.
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4 Ungleichungen

4.1 Lineare Ungleichungen

Beispiel 4.1. Gesucht sind alle x € R, fiir die 3x — 2 > 4 — x erfiillt ist.
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R

3Ix—2>4—x
<= 4x > 6
<~ ><>§
-2

Somit ist L = [3, c0).
Beispiel 4.2. Gesucht sind alle x € R, fiir die —%x + 5> =3 erfiillt ist.
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R

1
—— 5> -3
2X-i-
<~ 1 > —8
_7X J—
2
<= x < 16

Somit ist L = (—oc, 16).

4.2 Quadratische Ungleichungen

Quadratische Ungleichungen
Losung durch Vorzeichendiagramme

Vorzeichendiagramme
Fiir Ungleichungen, deren linke Seite in Faktoren zerlegt ist und deren rechte Seite O ist,
lassen sich die Losungsmengen gut mit Hilfe von Vorzeichendiagrammen bestimmen.

1. Bestimme fiir jeden Faktor die Intervalle mit positivem bzw. negativem Vorzeichen.
2. Die Vorzeichen werden fiir die einzelnen Faktoren in ein Diagramm eingetragen.

3. Berechne die Vorzeichenverteilung des Gesamtproduktes.

Beispiel 4.3. Gesucht sind alle x € R, fiir die (x —2)(x +5) < 0 gilt.

Vorzeichendiagramm

X<-b x=-b Hh<x<2 x=2 x>2

X —2 - - - 0 +

X+5 - 0 + + +
(x+5)(x—2) + 0 - 0 +
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Fir die Losungsmenge der Ungleichung ergibt sich somit I = (=5, 2).

Beispiel 4.4. Gesucht sind alle x € R, fiir die x2 —2x — 3 < 0 gilt.

Definitionsmenge der Ungleichung: D = R Hier miissen wir zunichst x2 — 2 x — 3 fakto-
risieren.

x2—2x—-3=0 < x=1++v1+3
<— x=-1V x=3

Also ist x2 —2x —3 = (x+1)(x — 3), d. h.

x?—2x—-3<0 < (x+1)(x—-3)<0

Vorzeichendiagramm

-2 -1 0 1 2 3 4
x+1 -0+ + + + +
x—3 - - - - =0+
(x +1)(x —3) +0 - - - =0+
Fir die Losungsmenge der Ungleichung ergibt sich somit I = [—1, 3]

Beispiel 4.5. Gesucht sind alle p € R, fiir die 2pp__13 >3 —pagilt.

Definitionsmenge der Ungleichung: D = R\{1} Wir formen die Ungleichung zunachst
aquivalent um.

2p—3 2p—3

>3—p <— +p—32>0
p—1 p—1
2p—3 -3)(p—1
. 2p=3+(p-3)r )20
p—1
2
-2
— PP 5y
p—1
PlP=2) 4
p—1 =
Vorzeichendiagramm
p<0 p=0 0<p<l p=1 1<p<K2 p=2 p<?2
p - 0 + + + + +
p—2 — — — — — 0 +
p—1] — - - 0 + + +
(p—2)
e el B 0 + ! - 0 +

Das Symbol ! im Diagramm soll andeuten, dass der Wert nicht zur Definitionsmenge gehort.
Fiir die Losungsmenge der Ungleichung ergibt sich somit I. = [0, 1) U [2, o).

24



4.3 mit Betragen

4.3 Ungleichungen mit Betrigen

Ungleichungen mit Betrdgen
Mehr noch als den Gleichungen mit Betrdgen muss man beim Losen von Ungleichungen
mit Betrdagen darauf achten saubere Fallunterscheidungen zu verwenden.

Beispiel 4.6. Gesucht ist die Losungsmenge der Ungleichung

1
|x — 10| gix.

x — 10 falls x > 10
|x — 10| =
10 — x falls x < 10

mussen zwei Falle betrachtet werden.

1. Fall: x > 10. Dann gilt
1 1
|X—10|§§X — x—10§§X

1
<— x <20

Somit ist IL; = [10,20] 2. Fall: x < 10. Dann gilt
1 1
|x — 10| < 5X = —x+10< 5 X
3

= Doy
3 =

Somit ist Ly = [%, 10)
Die Losungsmenge von |x — 10| < %x ist die Vereinigungsmenge von IL; und ILy:
20
L=0L;UL,= [?zo} .
Beispiel 4.7. Gesucht ist die Losungsmenge der Ungleichung
Ix+3| < [2x—1|+3.

X+ 3 falls x > —3

Da |x + 3| =
—x—3 falls x < -3

2x — 1 falls x >

N~ N~

und |2x — 1] =
—2x4+1 falls x <

mussen drei Falle betrachtet werden.
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1. Fall: x > . Dann gilt

Ix+3[<|2x—1|+3 <= x+3<2x—1+3
— 1<x

Somit ist I; = [1, o)

2. Fall: =3 < x < . Dann gilt

x+3]<|2x—=1|+3 <= x+3<-2x+1+3
+— 3x<1
<~ <1
X —
-3
Somit ist I, = [—3,%]
3. Fall: x < —3. Dann gilt
Ix+3[<[2x—1|4+3 <<= —x—-3<-2x+1+3
<— x<7

Somit ist L3 = (—o0, —3)
Die Losungsmenge von |x + 3| < |2x — 1|+ 3 ergibt sich wieder als Vereinigungsmenge der
einzelnen Losungsmengen, d. h.

L=T;UL,ULs = (—oo,—] U [1,00).

4.4 Rechenregeln

Rechenregeln fiir Ungleichungen

Fir a, b, c,d € R gilt:

a>0ANb>0 = a+b>0
a>b < a+c>b+c
a>bNc>d = a+c>b+d
a>0ANb>0 = ab>0
a>0ANb<0 =ab<0
a>bANc>0 = ac > bc
a>bANc<0 = ac< bc
a>bANc>d = ac> bd
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Rechenregeln fiir Ungleichungen 2

Fir a, b,€ R%, n € IN gilt:

ab>0 < (a>0Ab>0)V (a<0Ab<O0)
ab< 0 <~ (a>0Ab<0)V(a<0Ab>0)
a>bANb>c =a>c

a<b — a" < b

a<b <~ a">b"

Sinngemal gelten entsprechende Regeln, wenn man die < und >-Zeichen durch < und
>_Zeichen ersetzt.

5 Reelle Funktionen in einer Variablen

Reelle Funktionen in einer Variablen

Definition 5.1. Eine reelle Funktion f ist eine Zuordnung, die jedem Element aus einer
Menge Dy eindeutig eine reelle Zahl, den Funktionswert f(x) zuordnet. D¢ heilst Definiti-
onsbereich von f, die Menge aller moglichen Funktionswerte W¢ heilst Wertebereich von
f.

Bezeichnung 5.2. /st f eine Funktion, so bezeichnen wir hdufig den Wert von f an einer
Stelle x mit y = f(x).
X heilst dann unabhangige Variable oder Argument von f, y heilst abhangige Variable.

Funktionsdefinition

Funktionen kénnen auf unterschiedliche Weise gegeben sein, z. B. durch Angabe einer For-
mel (des Funktionsterms), einer Wertetabelle oder Grafik.

Ist eine Funktion durch eine Formel gegeben, so besteht der Definitionsbereich aus allen
Werten, fiir die die Formel einen eindeutigen Wert ergibt, es sei denn, ein anderer (kleinerer)
Definitionsbereich ist explizit angegeben.

fZ]Df—>Wf
fix— f(x).
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Beispiel 5.3. Es sei
1

T xX2f2x—1
Zur Bestimmung des Definitionsbereiches miissen wir feststellen, fiir welche Werte von x

der Nenner Null wird.
Esgit x> 4+2x —1=0<=x=—-14++v2 Alsoist Df =R\ {-1++2, -1 -2}

f(x)

Beispiel 5.4. Es sei
9(x) =v3—x

Da die Wurzel nur fiir nicht-negative Zahlen definiert ist, gilt Dy = (—o0, 3].

Eindeutigkeit

Wichtig an der Definition einer Funktion ist die Eindeutigkeit der Zuordnung. Nicht jede
Gleichung mit zwei Variablen ist eine Funktion.

Die Gleichung x?+y? = 25 beschreibt einen Kreis um den Koordinatenursprung mit Radius
5. Die Kreisgleichung ist keine Funktionsgleichung, da zu jedem x € (—5,5) zwei Werte
y = /25 — x2 gehoren, die Zuordnung ist also nicht eindeutig.

Grafisch bedeutet die Eindeutigkeit der Zuordnung, dass jede Parallele zur y-Achse den
Funktionsgraphen hochstens einmal schneiden darf.

5.1 Lineare Funktionen

Lineare Funktionen
Haufig werden in den Wirtschaftswissenschaften als einfache Modelle lineare Modelle ver-
wendet. Eine Funktion

fix—y
f(x)=ax+b
mit reellen Konstanten a und b, heifst lineare Funktion. Der Graph einer linearen Funktion

ist eine Gerade mit der Steigung a und dem y-Achsenabschnitt b.

Beispiel 5.5. Die geschatzte jahrliche Nachfrage g fiir Reis in Indien im Zeitraum 1949—
1964 war q(p) = —0.15p 4 0.14, wobei p den Reispreis bezeichnet. Insbesondere nimmt
die Nachfrage bei steigendem Preis ab.

a(p)
0.15 ¢

0.1+

5.1072

025 05 075 X »  Ap diesem Beispiel kann man auch sehen, dass
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5.2 Quadratische Funktionen

Modelle (haufig) nur in bestimmten Bereichen sinnvoll anwendbar sind. Da negativer Kon-

sum nicht moglich ist, ist das Modell sicher nicht brauchbar fiir —0.15p + 0.14 < 0, d. h.

0.14 _ 14
P> 515 = 15

Beispiel 5.6. Ein einfaches Modell einer Kostenfunktion ist die Darstellung der Gesamt-
kosten als Summe der Fixkosten und der als proportional zur produzierten Menge x ange-
nommenen variablen Kosten, z. B. C(x) = 0.5x + 5.

C(x

~

N A~ OO0

Abbildung 1: Lineare Kostenfunktion

Steigt die Produktion um eine Einheit, so steigen die Kosten um 0.5 Einheiten.

Punkt-Steigungs-Formel einer Geraden
Die Gleichung einer Geraden mit der Steigung a durch den Punkt (x1, y1) ist gegeben durch

y=ax+ (h—ax)
~——

y-Achsenabschnitt

Zwei-Punkte-Formel einer Geraden
Die Gleichung einer Geraden durch die Punkte (x1, y1) und (x2, y2) mit x; # xo ist gegeben
durch

Steigung y-Achsenabschnitt

Parallelen zur y-Achse sind keine Funktionsgraphen. Die zugehorigen Geradengleichungen
lassen sich aber in der Form x = ¢ mit einer Konstanten ¢ angeben.

5.2 Quadratische Funktionen

Quadratische Funktionen
In vielen Modellen werden Funktionen verwendet, die zunachst auf einen Minimalwert fallen
und dann ansteigen oder erst auf einen Maximalwert ansteigen und dann fallen.
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Einfache Funktionen mit diesen Eigenschaften sind quadratische Funktionen
f(x) = ax?>+ bx + ¢ mit Konstanten a, b, c, und a# 0.

Der Graph der Funktion ist eine Parabel. Sie ist nach oben geoffnet, wenn a > 0 und nach
unten geoffnet, wenn a < 0 ist.
Zur Bestimmung der Nullstellen (Schnittpunkte mit der x-Achse) ist die Gleichung

ax’>+bx+c=0

zu l6sen (vgl. Kapitel 5). Eine quadratische Funktion besitzt am sogenannten Scheitelpunkt
ein Minimum falls a > 0 und ein Maximum falls a < 0.

Beispiel 5.7 (Bestimmung des Minimums). Es sei f(x) = 2x? — 4x + 5. Der Graph ist
eine nach oben gedffnete Parabel. Somit besitzt die Funktion ein Minimum. Wir bringen
die Funktionsgleichung mittels quadratischer Erganzung in eine andere Form.

f(x)=2x>—4x+5
=2(x®>-2x+1)—2+5
=2.(x—1)°+3

An dieser Darstellung (Scheitelpunktform) lasst sich nun ablesen, dass die Funktion an der
Stelle x = 1 ein Minimum besitzt mit f(1) = 3. Der Scheitelpunkt ist S(1, 3).

f(x)

-3 -2 -1 1 2 3 4 X

Abbildung 2: Quadratische Funktion f(x) = 2x? — 4x + 5, Minimum bei (1, 3)

Bestimmung der Scheitelpunktform

f(x)=ax®>+bx+c
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5.2 Quadratische Funktionen

b\? b2
:a-<x+2a> —l—C—E

Da (x + 2—1’3)2 > 0 fiir alle x € R und a, ¢ und fi—z konstant sind, gilt:

e Fiir a> 0 hat f(x) an der Stelle x = —2% ein Minimum f(—z%) =Cc— %-
e Fiir a < 0 hat f(x) an der Stelle x = —Q—ba ein Maximum f(‘z%) =C- z%-

Der Scheitelpunkt ist S(—2—ba, c— 2—2).

Beispiel 5.8. Wir bestimmen das Maximum von f(x) = —2x? + 8x + 20. Es gilt:
f(x)=—2(x>—4x+4)+8+20
= 2(x—2)2+28

f(x) besitzt also an der Stelle x = 2 ein Maximum f(2) = 28.

f(x)
30 |

25 ¢

3bhn 1 234a5% "

Abbildung 3: Quadratische Funktion f(x) = —2x? 4+ 8 x + 20, Maximum bei (2, 28)
Beispiel 5.9. Ein Unternehmen hat fiir die Herstellung und den Verkauf von @ Einheiten
seines Produktes Gesamtkosten von

1
Der Preis pro Einheit ist beim Verkauf von Q Einheiten
P=102-2Q.

Der Gesamterlos ist somitR = PQ = (102—2 Q)Q und der Gesamtgewinn (in Abhangigkeit
von Q)
1
G(Q =R-C= (102—2@)@—(2Q+§Qz).
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Wir bestimmen den Wert von @, der den Gewinn maximiert und berechnen den maximalen
Gewinn. Umformen in die Scheitelpunktform liefert

Gawzz—g«3—2m2+1mm_
Der Gewinn wird also maximal fiir @ = 20 mit einem Gewinn von G(20) = 1000.
f(x)
1,000 ¢
800 |
600 |

400 |

200 ¢

5 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 3‘0 3‘5 X
Abbildung 4: Gesamtgewinn G(Q) = R — C = (102 -2Q)Q — (2Q + 2Q?), Maximum bei
(20, 1000)

Normalparabel
Die einfachste quadratische Funktion ordnet jeder reellen Zahl x ihre Quadratzahl x? zu,
d.h.

f:R— Ry, fox—s x2.

Der Graph ist die nach oben geoffnete Normalparabel, S(0, 0) der Scheitelpunkt. Die Nor-
malparabel ist symmetrisch zur y-Achse, d. h. x und —x besitzen denselben Funktionswert.

Streckung bzw. Stauchung der Normalparabel

Wir betrachten nun etwas allgemeinere quadratische Funktionen der Form
g R— Wy, g:x»—)ax2

mit einem Faktor a # 0. Dabei ist der Wertebereich

R4 fallsa>0
Wg ==
R_ fallsa<0

und der Scheitelpunkt ist unverandert S(0,0). Fiir |a| > 1 ist die Parabel enger, fiir |a] <
1 weiter als die Normalparabel. Ist a < 0, so ist der Graph zusatzlich an der x-Achse
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5.2 Quadratische Funktionen

gespiegelt.

Verschieben der Normalparabel

Verschiebt man die Normalparabel um yq in y-Richtung, dann lautet der Funktionsterm der
verschobenen Parabel

g(x) = x>+ yo

mit Wertebereich Wy = [yp, 00) und Scheitelpunkt S(0, yo). Fiir yo > 0 wir die Parabel
nach oben, fiir yg < 0 nach unten verschoben.

f(x)
6
f =x2+72
f(x x2 4 ¥( x2
4 L
f : : : : — X
-6 -4 =2 2 4 6

Verschieben der Normalparabel in x-Richtung

Verschiebt man die Normalparabel um xp in x-Richtung, dann ergibt sich der Funktionsterm
der verschobenen Parabel durch Ersetzen von x durch x — xp, d. h.

9(x) = (x = x0)?

mit Wertebereich Wy = [0, 00) und Scheitelpunkt S(xp,0). Fiir xo > 0 wir die Parabel
nach rechts, flir xg < 0 nach links verschoben.

33



Inhaltsverzeichnis

f(x)
6\t
Af 5™

4 x)/= )

2
fx)=KxAL)
' - - + " " X
-6 —4 -2 2 4 6

Eine Kombination von Stauchung bzw. Streckung, Verschiebung um yg in y-Richtung und
Verschiebung um xp in x-Richtung liefert allgemein

f(x) = a(x — x0)% + yo (Scheitelpunktform).
Durch Ausmultiplizieren und Umbenennen der Parameter erhalt man
f(x) = ax?>+bx+c (allgemeine Parabelform).

Hat die Parabel an den Stellen x; und xo Schnittpunkte mit der x-Achse, so lasst sich der
zugehorige Funktionsterm auch in der Form

f(x) = alx —x1)(x — x2) (Nullstellenform)

angeben.

Bemerkung 5.10. Man kann auch den Graphen jeder beliebigen anderen Funktion strecken
bzw. stauchen, an der x-Achse spiegeln und verschieben.

e Streckung bzw. Stauchung mit dem Faktor |a|, Spiegelung an der x-Achse, falls a < 0
entspricht der Multiplikation des Funktionsterms mit dem Faktor a.

e Verschiebung um yp in y-Richtung entspricht der Addition der Konstanten yp zum
Funktionsterm.

e Verschiebung um xg in x-Richtung entspricht dem Ersetzen von x durch x — xg im
Funktionsterm.
5.3 Polynome

Polynome
Lineare und quadratische Funktionen sind Spezialfalle einer allgemeineren Klasse von Funk-
tionen, den Polynomen.
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5.3 Polynome

Definition 5.11. Eine Funktion P: R — R mit
/D(X) =a,x" + an,lx”_l + -4+ a1x+a

mit Konstanten a,, ap—1, ..., ai, ao € R, an # 0 heilst Polynom vom Grad n. Die Konstan-
ten an, an—1, ..., a1, ag heiBen Koeffizienten, a, Leitkoeffizient oder fiihrender Koeffizient.
Weiter definiert man P(x) = 0 als das Nullpolynom.

Beispiel 5.12. e P(x)= —%x3 +2x — 1 ist ein Polynom vom Grad 3 mit den Koeffi-

zienten ag = —1, a1 =2, ao =0, a3 = —0.5.

o P(x) = % ist ein Polynom vom Grad 7 mit den Koeffizienten ag = a, = a4 =

as = ag = 0 und 21:a3:a7:%.
o f(x) =5x73+x"2+ 2 ist kein Polynom.

Nulistellen von Polynomen

In vielen Problemstellungen ist es wichtig, etwas iiber die Anzahl und die Lage der Nullstel-
len, d. h. die Losungen der Gleichung P(x) = 0 zu wissen.

Ein Polynom n-ten Grades besitzt hochstens n reelle Nullstellen.

Hat man eine Nullstelle x; von P(x) gefunden, so lasst sich P(x) auch schreiben als

P(x) = (x = x1) Pp—1(x)

mit dem Linearfaktor (x — x1) und einem Polynom P,_1(x), das einen Grad niedriger ist
als P(x).

Beispiel 5.13. Kostenfunktionen werden haufig durch kubische Polynome dargestellt, d. h.
CQ)=a@R®>+bQ%>+cQ+d, mta>0,b<0,c>0,d>0.
C(Q) stellt die anfallenden Kosten fiir die Herstellung von Q Einheiten eines Produktes dar.

e Das Absolutglied d stellt die Fixkosten dar.
e Wenn die Produktion steigt, steigen die Kosten zunachst schnell.

e Dann wird die Steigerungsrate der Kosten geringer, da die Produktionseinrichtungen
besser ausgenutzt werden konnen.

e Wird noch mehr produziert, steigen die Kosten wieder schneller, da z. B. Uberstun-
denzuschlage bezahlt und neue Anlagen gebaut werden miissen etc.

Fiir die ausfiihrliche Untersuchung von Polynomen hoheren als zweiten Grades ist man
insbesondere an den folgenden Fragen interessiert:

e Wie kann man (falls vorhanden) Losungen der Gleichung P(x) = O fiir ein Polynom
n-ten Grades berechnen?
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e Wie kann man, wenn man eine Nullstelle x; von P(x) gefunden hat, das Polynom
Pn—1(x) bestimmen, so dass P(x) = (x — x1)Pp—1(x) gilt?

Ist P(x) ein Polynom vom Grad 1 oder 2, so haben wir die Fragen bereits beantwortet.
Fiir die Berechnung von Nullstellen von Polynomen dritten Grades gibt es zwar noch eine
geschlossene Formel. Die ist aber ziemlich kompliziert. Fiir die Nullstellen von Polynomen
hoheren als dritten Grades gibt es keine geschlossene Formel mehr.

Beispiel 5.14 (Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten). Sei P(x) = x3 — 4x® + x + 6
(Polynom dritten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten).
Wenn P(x) eine ganzzahlige Nullstelle x; besitzt, dann muss gelten:

x13—4x12+x1+6:O<:> x13—4x12+x1 =—6
<:>x1(x12 —4x;4+1)=-6
Wenn x; ganzzahlig ist, dann ist auch xl2 —4 x1 + 1 ganzzahlig, also muss x; (positiver oder
negativer) Teiler von —6 sein.

Die Teiler von —6 sind: £1, £2, +3, +6. Diese Werte kann man nun in P(x) einsetzen und
priifen, ob es sich um eine Nullstelle handelt.

P(1) =4, P(—1) =0, also ist x; = —1 Nullstelle von P(x).
= P(x) = (x+ 1)P>(x), wobei P(x) ein Polynom vom Grad 2 ist.

(x*— 4x> + x +6):(x+1)=x>—-5x+6

x3 + X2
—5x2+ x +6
—5x% — 5x
6x + 6
6x + 6
0
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5.3 Polynome
P(x)
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Abbildung 6: P(x) = x® —4x?> +x+6

Also gilt P(x) = (x+1)(x?>—5x+6). Mit Hilfe der pg-Formel findet man die Nullstellen der
quadratischen Funktion P (x) = x2 —5x+6, xop = 2 und x3 = 3, die restlichen Nullstellen
von P(x).

P(x)=(x+1)(x —2)(x —3).
Da ein Polynomterm sein Vorzeichen nur an Nullstellen andert, kann man aus dieser Darstel-

lung z. B. mit Hilfe einer Vorzeichentabelle ermitteln, fiir welche Werte von x das Polynom
P(x) positiv bzw. negativ Werte annimmt.

Satz 5.15. Sei P(x) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Dann gilt: Wenn P(x)
eine ganzzahlige Nullstelle besitzt, so ist diese Teiler des Absolutgliedes ag.

Beispiel 5.16. Sei P(x) = x> — 3x* — 3x3 4+ 9x? — 4x + 12 (Polynom fiinften Grades mit
ganzzahligen Koeffizienten).

Die Teiler des Absolutgliedes 12 sind: +1, +2, +3, +4, +6, +12. Diese Werte kann man
nun in P(x) einsetzen und priifen, ob es sich um eine Nullstelle handelt.

P(1) =12, P(—1) =24, P(2) = 0 also ist x; = 2 Nullstelle von P(x).

Also ist P(x) = (x — 2)P4(x), wobei P4(x) ein Polynom vom Grad 4 ist.

(x5 —=3x* — 3x3 + 9x2 — 4x +12): (x—2)=x*—x2-5x>—x—6

x5 — ox*
—x*— 3x% + 9x® — 4x +12
—x* 4+ 2x3
—5x3 + 9x® — 4x +12
—5x3 + 10x2
—x% — 4x +12
—x% + 2x
—6x 412
—6x + 12
0
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Also ist
P(x) = (x—2)(x* —=x3 —5x> —x — 6).
P(x)
Die Teiler des Absolutgliedes —6 von P4(x) sind: +1, 42, £3, 46, wobei wir 1 nicht mehr
probieren miissen.

Py(2) = —20
Pi(—=2) =0 also ist x = —2 Nullstelle von Ps(x).

Also ist Py(x) = (x+2)P3(x) bzw. P(x) = (x —2)(x +2)P53(x), wobei P3(x) ein Polynom
vom Grad 3 ist,

(x*— x> =5x2— x —6):(x+2)=x3>-3x2+x-3

x*t + 2x2
—3x3-5x°— x —6
—3x3 — 6x2
x> — x —6
x? + 2x
 3x-6
—3x—-06
0

Also ist
P(x) = (x —2)(x +2) (x> =3x2 + x — 3) .
P3(x)
Die Teiler des Absolutgliedes —3 von Ps(x) sind: £1, £3. P;(—3) = —60, P3(3) = 0 also
ist x3 = 3 Nullstelle von Ps(x). Also ist P3(x) = (x — 3)Pa(x) bzw. P(x) = (x — 2)(x +
2)(x — 3)P>(x), wobei P>(x) ein Polynom vom Grad 2 ist.

(x*=3x2+x-3): (x=3)=x2>+1
x3 —3x?
x—3
X—3
0

Also ist
P(x)=(x—2)(x+2)(x —3) (x> +1) .
——
PQ(X)
Da P>(x) keine reellen Nullstellen besitzt, ist die vollstandige Faktorisierung von P(x) somit

P(x) = (x —2)(x + 2)(x — 3)(x*> + 1).
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5.3 Polynome

P(x)
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Abbildung 7: P(x) = x> — 3x* — 3x3 + 9x? — 4x + 12

Die reellen Nullstellen sind x; = 2, xo = —2 und x3 = 3. Auch hier kann man aus dieser
Darstellung wieder mit Hilfe einer Vorzeichentabelle ermitteln, fiir welche Werte von x das
Polynom P(x) positive bzw. negative Werte annimmt.

Beispiel 5.17. Sei P(x) = x* —32 x34366 x> —1760 x+3025 (Polynom vierten Grades mit

ganzzahligen Koeffizienten). Die Teiler des Absolutgliedes 3025 sind: +1, +£5, 11, 425, 455, 121, +£275, 605, +3
Diese Werte kann man nun in P(x) einsetzen und priifen, ob es sich um eine Nullstelle han-

delt. P(1) =1600, P(—1) =5184, P(5) = 0 also ist x; = 5 Nullstelle von P(x).

Also ist P(x) = (x — 5) P3(x), wobei P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist.

(x* — 32x3 +366x% — 1760x +3025) : (x —5) = x> — 27x? 4+ 231x — 605
x* — Bx3
—27x% + 366x% — 1760x + 3025
—27x3 + 135x2
231x% — 1760x + 3025
231x? — 1155x
—605x + 3025
—605x + 3025

0

Also ist
P(x) = (x = 5) (x> = 27 x* 4+ 231 x — 605) .
Ps(x)

Die Teiler des Absolutgliedes —605 von P3(x) sind: +1, 45, £11, £55, £121, 4605, wobei
wir £1 nicht mehr probieren miissen.

P5(5) = 0, also ist 5 Nullstelle von P5(x) (doppelte Nullstelle von P(x)).
= P3(x) = (x — 5) Py(x) bzw. P(x) = (x — 5)?Pa(x), wobei Ps(x) ein Polynom vom
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Abbildung 8: P(x) = x* — 32 x3 + 366 x*> — 1760 x + 3025 = (x — 5)? (x — 11)?

Grad 2 ist.
(x> — 27x® +231x —605) : (x —5) = x? — 22x + 121
x3 — b5x?
—22x% + 231x — 605
—22x2 4+ 110x
121x — 605
121x — 605
0

P(x) = (x — 5)2 (x2 —2x+121) = (x — 5)2 (x — 11)2 (binomische Formel).
—_———

P2(x) P (x)

Die vollstandige Faktorisierung von P(x) ist somit
P(x) = (x — 5)%(x — 11).
Die doppelten reellen Nullstellen sind x; = 5 und x, = 11. Da Quadrate stets nicht-negativ
sind, konnen wir aus dieser Darstellung ablesen, dass P(x) > 0 fiir alle x € R.
5.4 Rationale Funktionen
Rationale Funktionen
Definition 5.18. Seien
P(x) = apx" + ap_1x""1 4+ ... + aix + ag

und
Q(X) = byx™ + bm—lxmi1 + ...+ bix+ by
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5.4 Rationale Funktionen

Polynome vom Grad n bzw. m (wobei Q(x) nicht das Nullpolynom sein darf). Dann heift

rationale Funktion mit dem Definitionsbereich
Df=R\{x: Q(x) =0} .

Ublicherweise bringt man rationale Funktionen auf eine gekiirzte Form, indem man die
Faktorisierungen von P(x) und Q(x) bestimmt und gemeinsame Faktoren kiirzt.

Haben P(x) und Q(x) gemeinsame Nullstellen, so kann man zugehorige Linearfaktoren
kiirzen. Verschwindet dadurch diese Nullstelle im Nenner so spricht man von einer behebbare
Definitionsliicke von f. Im Funktionsgraph befindet sich an dieser Stelle eine Liicke, da die
Funktion f hier nicht definiert ist.

Liegt die rationale Funktion f(x) = P(x)

: ) .
von P(x) die Nullstellen von f und die Nullstellen von Q(x) die Polstellen von f. An diesen
.echten” Polstellen strebt f gegen +o00 oder —co.

in gekiirzter Form vor, dann sind die Nullstellen

Beispiel 5.19. Die rationale Funktion

. xX*=3x-2 (x+1)*(x-2)
f(X)—X37X27X+1 C(x+1)(x—1)2

hat den Definitionsbereich Df = R\{—1, 1}.
Durch Kirzen erhalt man die Funktion

(x+1)(x—2)

9(x) = =12

mit dem Definitionsbereich Dy = R\{1}. g(x) besitzt Nullstellen fiir x = —1 und x = 2
und eine Polstelle fiir x = 1. Fiir x € D¢ gilt f(x) = g(x).

Satz 5.20. /st der Grad des n Zahlerpolynoms gréBer oder gleich dem Grad m des Nen-
nerpolynoms, so lasst sich f(x) schreiben als

f(x) = N(x)+ gg;

wobei N(x) ein Polynom vom Grad n — m und R(x) ein Polynom vom Héchstgrad m — 1
bezeichnet.

Die Polynome N(x) und R(x) erhalt man durch Polynomdivision.
Fir groBe Werte von |x| ist f(x) = N(x); N(x) heist Asymptote.
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f(x)

X
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710,

Abbildung 9: Rationale Funktionen f(x) = X?i%f;il und vollstandig gekiirzt g(x) =
(x+1)(x=2)
(x—1)?

Beispiel 5.21. Wir betrachten die rationale Funktion

3
x> —=2x+3
fx) = —5———.
() x2—x—2
Polynomdivision (mit Rest) liefert
3 ) _ +5
(x — 2x + 3) ((X¥*=x—-2)=x+1+ 725
x3 - X - 2x
x? +
x? - —
_l’_

d. h.

X+5
f(x)= 1+ ———
(x) =x+ +x2—x—2

N(x) = x 4+ 1 ist Asymptote von f(x).

5.5 Exponential- und Logarithmusfunktionen

Exponentialfunktion

Definition 5.22. Sei a > 0. Die Funktion f(x) = a* mit D¢ = R heilt Exponentialfunktion.
Dabei heilst a Basis und x Exponent.

Bemerkung 5.23. Eine besondere Rolle spielt die Basis e ~ 2, 71828182846, die Eulersche
Zahl. e ist eine irrationale Zahl, kann also weder als Bruch noch als Dezimalbruch exakt
dargestellt werden. Die zugehorige Exponentialfunktion nennt man auch die e-Funktion.
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5.5 Exponential- und Logarithmusfunktionen
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Abbildung 10: Rationale Funktionen f(x) = 27575 = x + 1+ 7 >>
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Abbildung 11: Exponentialfunktionen

Eigenschaften der Exponentialfunktionen

f(x)=a* (0<a<1)

D=R

W=R4

keine Nullstellen
streng monoton fallend

Bemerkung 5.24. Der Graph der Funktion g(x) = (%)X = a ¥ ist die Spiegelung des

Graphen von f(x) = a* an der y-Achse.

Logarithmusfunktion

Definition 5.25. Sei a € R \ {1}. Die Funktion f(x) = log, x heiBt Logrithmusfunktion

zur Basis a.
Die Logarithmusfunktion f(x) = log, x ist die
g(x) = a.

f(x)y=2a"(a>1)

D=R

W=R4

keine Nullstellen

streng monoton steigend

Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
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Abbildung 12: Logarithmusfunktionen fiir die Basen: 1—10, L %,2, e und 10

e

Eigenschaften der Logarithmusfunktionen

f(x)=log,x (0<a<1l) f(x)=log,x (a>1)
ID - R+ ]D — R+

W =R W =R

Nullstelle xg = 1 Nullstelle xg = 1

streng monoton fallend streng monoton steigend

5.6 Ubersicht Funktionsgraphen

In Abbildung 14 sind die Graphen einiger grundlegender Funktionentypen im Vergleich dar-
gestellt.

6 Folgen, Reihen, Grenzwerte

6.1 Folgen

Definition 6.1. Eine Funktion f : INg — R, die jeder natiirlichen Zahl n € INg (oder n € IN)
eine reelle Zahl a, = f(n) € R zuordnet, heilt reelle Zahlenfolge.

Schreibweise: (an)nen, = (a0, a1, a2, . . ., an, ...), kurz (an), oder {an}nen,.

an heilt n-tes Folgenglied, n heilst Index.

Statt durch die Angabe der Funktionsvorschrift (Bildungsgesetz) kann man Folgen auch
durch das Auflisten der Folgenglieder (Funktionswerte) oder durch eine Rekursion (d. h.,
eine Bezugnahme auf vorhergehende Folgenglieder) angeben.

Beispiel 6.2.
> (an)new = (n%) o = (1,4,9,16,25,...)
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6.1 Folgen

-

7 --- 10

- == logpx

--- In x

- = = logjg x

Abbildung 13: Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion zur selben Basis sind Umkehr-
funktionen voneinander, ihre Graphen sind daher Spiegelungen an der Win-
kelhalbierenden f(x) = x (graue Linie).

= ((41)),,

» ag =1, a1 =1, und apyp2 = an+1 + an Fibonacci-Folge
1111 1 1
s ey = (LA L LY ()
(bn)neny 2'4'8'16' 32 20 ) nel,

Bei der Folge (by,) erkennt man, dass die Folgenglieder fiir wachsendes n gegen Null ten-
dieren, d. h.

. _ 1
i b = 25 =0

Definition 6.3. Gegeben sei eine unendliche Folge (a,). Nahert sich a,, fiir wachsendes n
genau einer Zahl G immer mehr an, so heist G der Grenzwert der Folge. Man schreibt

dann

im a, =G
n—oo

und sagt, die Folge (a,) ist konvergent bzw. sie konvergiert gegen G.
Formal:
Ve>03dng €Ny : |lap,—G|<e Vn>ng.

Hat die Folge keinen (endlichen) Grenzwert, so heilt sie divergent.
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xunit=0.6cm,yunit=0.6cm

f(x) f(x)
4l |
2t 2 1
i A\
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—2 1
f(x) = x2 f(x) = 0.234375 (x — 1)2(x — 3)(x 4+ 1)%(x — 2)
f(x) =x3 _— fx)=(x—-2°%-2(x-2)+1
f(x) = x4 o f(x)=(x+2)°—1/8x*+x2 -2
(a) Monome (b) Polynome
f(x) f(x)
4
X X
-y 2 4 _ 377rl — TN T g 7N 377r
2
— =% Al F(x) = sinx
_ f(x) = % - f(x) = 3 cos(2x)

(c) gebrochen-rationale Funktionen

(d) Trigonometrische Funktionen

f(x) f(x)
4 1
2 2\
X
2 4 6 8 -4 -2 2 4
—2 1 f(x) =logig x —2 | —— ) =¢
—— f(x)=Inx f(x)=(%)x
4 | —— f(x) =logz x g | f=2

(e) Logarithmen

(f) Exponentionalfunktionen

Abbildung 14: Graphen einiger haufig auftretender Funktionentypen
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6.1 Folgen

Beispiel 6.4. Wir betrachten wieder die Folge (b,)nen, aus Beispiel 5.2.

(by) _(11111 1 )_(1)
nIneNo = A\T 20408116 32" ) T \20) ey
Dann ist

Jim, bn = i, 7 =0
denn

1 1
|bp—0l<e & o <€ © 2”>g < n> —logs(g).

Damit existiert fiir jedes noch so kleine € > 0 ein ng € INg, namlich z. B. ny = [—log,(€)],
so dass |a, — 0| <& Vn > ng. Formal:

1
Ve > 0dng € Ny : ‘2”‘<8 Yn> ng.

Beispiel 6.5 (Divergente Folgen).
> ((—1)”),761NO = (+1,-1,+41,-1,...) ist divergent.

> (2") ,en = (2,4,8,16,32,. . ) ist divergent

Die Folgenglieder wachsen liber jede Schranke.

In einem solchen Fall schreibt man: Ilim 2" = oo

n—oo
> (_nz)nelN =(-1,-4,-9,-16,-25,...) ist divergent
Die Folgenglieder fallen unter jede beliebige Schranke.
In einem solchen Fall schreibt man: lim —n? = —oco
n—oo

Satz 6.6 (Rechenregeln fiir Grenzwerte). Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit den
Grenzwerten Ii_>m an = G, und Ii_>m b, = Gp und ¢ € R eine Konstante, dann gilt:
n—oo n—oo

lim(c-a,)=c- lima,=c-G,
n—oo n—oo

lim (a, + by) = lim a,+ lim b, =G, + Gy
n—oo n—oo n—oco

lim (a, — by) = lim a, — lim b, = G, — G
n—oo n—oo

n—oo

lim (a,- by) = lim a,- lim b, =G, -G,

n—00 n—o0 n—o0
lim a

. dn n—oo n Ga

lim 27 = =22 il

A b, T im by G, e Gp 70
n—oo

Definition 6.7. Eine Folge (a,) heit arithmetisch, wenn die Differenz zweier aufeinander
folgender Folgenglieder konstant ist, d. h. wenn gilt:

an+1 = anp+d mit einer konstanten Zahl d € R
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— Aufeinander folgende Glieder einer arithmetischen Folge unterscheiden sich um dieselbe
additive Konstante.

Beispiel 6.8 (Lineare Abschreibung). Eine Maschine wird fiir €25000 angeschafft. Es wird
angenommen, dass der Wertverlust jahrlich 10% des Anschaffungswerts betragt. Der Rest-
wert reduziert sich also um jahrlich €2500.

Bezeichnen wir den Restwert nach n Jahren mit R, so erhalten wir:

Ro = 25000, R; =22500, R> =20000, Rs3=17500, R4 = 15000, Rs = 12500,
Re = 10000, R7 =7500, Rg=5000, Rg=2500, Ri0=0

Dies ist eine endliche(!) arithmetische Folge (R,)1, mit
Rnt1 =R, —2500, n=0,..., 9
Definition 6.9. Eine Folge (a,) heist geometrisch, wenn der Quotient zweier aufeinander

folgender Folgenglieder konstant ist, d. h. wenn gilt:

dn+1
dn
<~ dn+1 = dn- (g

=g mit einer konstanten Zahl g € R

— Aufeinander folgende Glieder einer geometrischen Folge unterscheiden sich um dieselbe
multiplikative Konstante.

Beispiel 6.10. Die Zinseszins-Formel
p n
Ko =Ko (1+ 105)
definiert eine geometrische Folge (Kj)new, Mit

_ L)
Kni1 = Kn (1 + 105 )-

Konvergenz geometrischer Folgen
Aus der Definition kann man direkt den folgenden Aufbau einer geometrischen Folge able-
sen:
ao, a1 =ado-(, 82230'672, a3280'673,---
Fiir welche Werte von g konvergiert die Folge?

(0.1") = (1,0.1,0.01,0.001, 0.0001, 0.00001, . . .)
(0.9") =(1,0.9,0.81,0.729,0.6251,0.59049, . . ., 0.9%° =0.071789, .. .)
(1.1") =(1,1.1,1.21,1.331,1.4641,1.61051, .. ., 1.1%° = 10.8347,...)
((-0.1)") = (1,-0.1,0.01, —0.001, 0.0001, —0.00001, . . .)
((=0.9)") = (1,-0.9,0.81, —0.729,0.6251, —0.59049, . . .)
((-1.1)") =(1,-1.1,1.21, -1.331,1.4641, —1.61051, .. )
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6.2 Reihen

f(x)
34 .
2|
1"
. .... 0..".......”"“ oo
.° 10 20 30 40 50 X
-1 ,,. e ap=1.05"
e ap=0.94"
o ap=(—0.8)"
Abbildung 15:

Satz 6.11. Es gilt:
0, falls —1<g<1

lim q" =

n—o0 1, fallsg=1

Die Folge (q") ist divergent, falls g & (—1,1].

6.2 Reihen

Summiert man die (ersten n) Folgenglieder einer Folge auf so erhalt man eine sog. (endliche
oder) unendliche Reihe.

Definition 6.12. Summiert man die ersten n Folgenglieder einer geometrischen Folge
(q")nen,, SO erhalt man

n—1

Sn:1+q+q2+...+q”_1:ZqJ.
=0

S, heilst geometrische Summe oder auch Partialsumme der geometrischen Reihe.

Beispiel 6.13 (Schachlegende). Einer Legende zufolge soll der Erfinder des Schachspiels
Sissa ibn Dahir bei dem indische Herrscher Shihra einen Wunsch frei gehabt haben. Wor-
auf er sich ein Schachbrett voller Reiskérner wiinschte und zwar auf dem ersten Feld des
Schachbretts ein Reiskorn, auf dem zweiten zwei, auf dem dritten vier, ... auf jedem Feld
doppelt so viele Reiskorner wie auf dem Feld zuvor. Die Gesamtzahl der Reiskdrner auszu-
rechnen ist zwar ganz einfach aber ziemlich aufwandig (wenn auch nicht unmaoglich).

63
Z:20+21+22+23+24+25+...+263
=0
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= 18.446.744.073.709.551.615

Es gibt aber eine viel schnellere Methode eine endliche geometrische Summe zu berechnen.

Formel fiir geometrische Summen

g=1
n—1 .
Zlf=1+1+1+...+1=n
J=0 n-mal

qg#1

Sp=1+q +¢*+...+ gt
q-Sp= g+ ¢ +...+q"t+q"

(1_q)'5n: 1-4qg"

Da g # List, gilt: S, = =%
Insgesamt erhalten wir die Formel fiir (endliche) geometrische Summen:

S

Jj=0

n-1 —111‘5, firg#1
n, firg=1

Beispiel 6.14 (nochmal die Schachlegende).

63 264 __ 1
=51 ~ 18.446.744.073.709.551.615
i=0

Beispiel 6.15. Desiré Mustermann mochte fiir die Zukunft vorsorgen und iiberlegt sich
folgendes Modell: Uber einen Zeitraum von 20 Jahren will sie jeweils zu Jahresbeginn 1000 €
anlegen, die zum Jahresende mit 3% verzinst werden. Die Zinsen werden dem Kapital
zugeschlagen. Wie viel hat sie nach 20 Jahren gespart?

1000(1 + 0.03)%° 4 1000(1 + 0.03)*° + 1000(1 4 0.03)*® 4+ ... 1000(1 + 0.03) =
=1000 (1.03 + 1.03% + ... 4+ 1.03" + 1.03%%) =

20 - 19 - 1—-1.03%0
— . E ) — . . E ) — LT i

50



6.3 Grenzwerte von Funktionen

Unendliche geometrische Reihen
In manchen Zusammenhangen will man nicht nur den Wert einer geometrischen Summe bis
zu einem bestimmten Index n berechnen, sondern die Summation beliebig lange fortsetzen.

Das ist dquivalent zur Frage, unter welchen Voraussetzungen der Grenzwert

li
n—o0 n—o00 4

n—1
im Sp=lim > ¢ =14+q+¢+...
J=0
existiert und welchen Wert er gegebenenfalls hat.

n—1
Satz 6.16. Es sei (S,) ey = (Z q’) . eine geometrische Reihe. Dann gilt:
J=0 n

0

fiir g=1: Iim S, = lIm n= oo,
n—oo n—oo

d. h. (S,) ist divergent.

_ . 1—=4g" 1
fiir |q] < 1: lim S, = lim 9 :
n—00 n—oo 1 —q 1—q
1

d. h. (Sn) ist konvergent mit dem Grenzwert 1=

fir |q] > 1: (S,) ist divergent.

6.3 Grenzwerte von Funktionen

Der Grenzwert einer Funktionen ist der zentrale Begriff der Analysis, auf dem viele weitere
wichtige Definitionen basieren, wie Stetigkeit, Differentiation und Integration. Wir erweitern
dazu den Grenzwertbegriff, den wir fiir Folgen eingefiihrt haben, nun auf Funktionen.

Beispiel 6.17. Die Funktion
x3 —4x
X+ 2
ist an der Stelle x = —2 nicht definiert: D = R\ {—2}. Untersucht man die Funktionswerte
in der Nahe der Definitionsliicke so erhalt man die folgenden gerundeten Werte:

f(x) =

X ‘ 2.1 —-2.01 —2.001 —-2.0001 -1.9999 -1.999 —-1.99 -1.9

f(x) ‘ 8.6100  8.0601 8.0060  8.0006  7.9994  7.9940  7.9401 7.4100

Die Funktionswerte nahern sich demnach dem Wert 8 immer mehr an je naher x an —2
riickt.

Fiir diese Funktion kann man diese Annaherung auch formal zeigen, denn fiir alle x € D
gilt:

x}—4x  x(x—2)(x+2) _

Flx) = x+2 X+ 2 x(x=2)
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7 Aussagenlogik

Definition 6.18. Seien f eine Funktion und xp € R, so dass (xp — €, Xo) U (x0, xo +€) C D¢
fiir ein hinreichend kleines € > 0. Wenn fiir beliebige Folgen (x,), die von links oder rechts
gegen xp konvergieren, die zugehorigen Funktionswerte gegen einen Wert G streben, so
heilt G Grenzwert oder Limes von f fiir x gegen xp.

lim f(x)=G

X—rX0

— Die Bedingung (xo — €, X0) U (X0, Xo + €) C D¢ bedeutet, dass die Funktion f in einer
Umgebung von xgy definiert sein muss. Diese Umgebung kann aber beliebig klein sein.

Betrachtet man nur Folgen, die sich von rechts bzw. von links an die Stelle xo annahern,
so spricht man von rechtsseitigem bzw. linksseitigem Grenzwert:

lim = Gg lim =G,
)<—>><ar X—Xg

Stimmen rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert iiberein, d.h. Gg = G, dann gilt:

lim f(X):GZGRZGL

X—X0

Satz 6.19 (Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen). Seien f und h Funktionen mit
den Grenzwerten limy_,, f(x) = G und limy_,, h(x) = Gp und sei ¢ € R eine Konstante,
dann gilt:

lim (c- f(x)) =c- lim f(x) =c-Gf

X—X0 X—rX0

lim (f(x) 4+ h(x)) = lim f(x) + lim h(x) = Gf + G

X—Xo X—rX0 X—rX0

lim (f(x) — h(x)) = lim f(x) — lim h(x) = Gf — G

X—¥X0 X—X0 X—Xo

lim (f(x) - h(x)) = lim f(x)- lim h(x) = G¢ - Gj

X—Xo X—X0o X—Xo
lim f(x)
. f(X) X—X0 f
| = = =—, fallsG 0
X h(x) lim h(x) Gy alls G #
X—rXo

7 Grundlagen der Aussagenlogik

Aussagenlogik
Definition 7.1. Unter einer Aussage versteht man eine Behauptung, von der eindeutig

entschieden werden kann, ob sie wahr oder falsch ist. Einer Aussage ordnet man die
Wahrheitswerte wahr (w) oder falsch (f) zu.
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7.1 Verkniipfungen

-A
w f
f w

Tabelle 2: Wahrheitstafel von —A

Beispiel 7.2. 169 ist eine Primzahl. (f)

169 ist eine Quadratzahl. (w)

Wien ist die Hauptstadt der Schweiz. (f)

Der Vorkurs Mathematik ist nutzlich.

Keine Aussage, da die Behauptung nicht objektiv als wahr oder falsch klas-
sifiziert werden kann, auch wenn wir hoffen, dass viele von Ihnen das am

Kursende subjektiv so empfinden.

SN >

Bezeichnung 7.3. Ist A eine Aussage, so bezeichnet —A (gesprochen ,nicht A“) die Nega-
tion der Aussage A.

—A Ist wieder eine Aussage, die wahr ist, wenn A falsch ist und falsch ist, wenn A wahr ist.

Beispiel 7.4. A 242=4(w)
~A 24244 (f)
B Alle Menschen sind sterblich. (w)
—B Es existiert ein Mensch, der nicht sterblich ist. (f)
Das letzte Beispiel zeigt, dass bei Negationen genau auf die Formulierung zu achten ist.
C Alle Menschen sind unsterblich. (f)
Dies ist nicht die Negation von Aussage B.
D  Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt n+ 3 = 6. (f)
—D Es existiert eine natlrliche Zahl n, so dass n+ 3 # 6 gilt. (w)

7.1 Verkniipfungen von Aussagen

Verkniipfungen von Aussagen

Definition 7.5. Sind A und B Aussagen, so wird durch AA B (gesprochen ,,A und B") eine
neue Aussage, die Konjunktion von A und B definiert.

A N B ist eine wahre Aussage, wenn sowohl A als auch B wahre Aussagen sind. Anders
ausgedriickt ist A A B falsch, wenn (mindestens) eine der beiden Aussagen falsch ist.
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=

A
w
w f
f
f

=== |>

w
f

Tabelle 3: Wahrheitstafel von AA B

Beispiel 7.6. A 242=4(w)
B 169 ist eine Primzahl (f)
C 169 ist eine Quadratzahl (w)
AANB 2+2=4und 169 ist eine Primzahl (f)
AANC 242=4und 169 ist eine Quadratzahl (w)
B AC 169 ist eine Primzahl und eine Quadratzahl (f)

Definition 7.7. Sind A und B Aussagen, so wird durch AV B (gesprochen , A oder B")
eine neue Aussage, die Disjunktion (nicht ausschlieBendes oder) von A und B definiert.
AV B ist wahr, wenn mindestens eine der Aussagen A oder B wahr ist. Anders ausgedriickt
ist AV B nur dann falsch, wenn sowohl A als auch B falsch sind. Meint man ,entweder A
oder B", so schreibt man AV B und spricht vom ,exklusiven Oder".

A B AvB AVB
wow w f
w f w w
fow w w
f f f f

Tabelle 4: Wahrheitstafel von AV B und AVB

Beispiel 7.8.
A 2+2=4(w)
B 169 ist eine Primzahl (f)
C 169 ist eine Quadratzahl (w)
AV B 2+ 2=4 oder 169 ist eine Primzahl. (w)
AV C 242 =4 oder 169 ist eine Quadratzahl. (w)
BV C 169 ist eine Primzahl oder eine Quadratzahl. (w)

Bemerkung 7.9. Dieses Beispiel macht deutlich, dass sich das aussagenlogische ,oder"
wesentlich vom iiblichen Sprachgebrauch unterscheidet.

Definition 7.10. Sind A und B Aussagen, so wird durch A = B (gesprochen ,wenn A dann
B" oder ,aus A folgt B") wieder eine Aussage definiert, die Implikation (oder Folgerung).
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7.2 Umformungen

Die Implikation A = B ist nur dann eine falsche Aussage, wenn A wahr und B falsch ist.

Merke: Aus einer falschen Aussage kann eine wahre Aussage folgen. Aus einer wahren
Aussage folgt aber niemals eine falsche!

A B A=B
w w
w f f
fow w
f f w

Tabelle 5: Wahrheitstafel von A — B

Beispiel 7.11. A 2 ist Teiler von 18. (w)
B 4 ist Teiler von 18. (f)

A= B Wenn 2 Teiler von 18 ist, dann ist 4 Teiler von 18. (f)

B = A Wenn 4 Teiler von 18 ist, dann ist 2 Teiler von 18. (w)

Bezeichnung 7.12. Sind A und B Aussagen, dann ist (A = B) A (B = A) ebenfalls eine
Aussage, die Aquivalenzrelation A <= B (gesprochen , A dquivalent zu B* oder ,A genau
dann wenn B").

A <= B ist eine wahre Aussage, wenn A und B die gleichen Wahrheitswerte haben, d. h.
entweder beide wahr oder beide falsch sind.

A B A=B B=A A&B
wow w w w
w o f f w f
f w w f f
f f w w w

Tabelle 6: Wahrheitstafel von A <— B

Beispiel 7.13.
A 2 ist Teiler von 18. (w)
B 4 ist Teiler von 18. (f)
A= B Wenn 2 Teiler von 18 ist, dann ist 4 Teiler von 18. (f)
B = A Wenn 4 Teiler von 18 ist, dann ist 2 Teiler von 18. (w)
A< B 2 ist Teiler von 18, genau dann wenn 4 Teiler von 18 ist. (f)

7.2 Umformungsregeln

Umformungsregeln
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ANB <= BAA .
(Kommutativgesetz)
AVB <= BVA
AN(BANC) <= (AANB)ANC
( ) ( ) (Assoziativgesetz)
AV(BVC) <= (AvB)vC
AN(BVC) < (AANB)V(AANC
( ) ( IV ) (Distributivgesetz)
AV(BANC) <= (AVB)A(AVC)
—(mA) —= A (Doppelte Verneinung)
-(AANB) <= (-A)V (B
( ) (A vV (=B) (Regel von De Morgan)
-(AVB) < (-A)A(-B)
A B C BAC AA(BAC) AANB (AAB)AC
w w w w w w
w w f f f w
w f w f f f f
w f f f f f f
f ow w w f f f
fow f f f f f
f f w f f f f
fofff f f f

Tabelle 7: Wahrheitstafel zum Assoziativgesetz AA (BAC) <= (ANB)AC

Beispiel 7.14 (Assoziativgesetz).

A: 2 ist Teiler von 6. (w)
B: 3 ist Teiler von 6. (w)
C: 4 ist Teiler von 6. (f)

AN(BAC): 2 Teiler von 6 und (3 und 4 Teiler von 6) (f)
(AANB)AC: (2 und 3 Teiler von 6) und 4 Teiler von 6 (f)

Das Assoziativgesetz besagt, dass die Klammern weggelassen werden diirfen. Man kann
auch sagen: 2 und 3 und 4 sind Teiler von 6. (f)
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7.2 Umformungen

Beispiel 7.15 (Doppelte Verneinung). A 2 ist Teiler von 6. (w)
—A 2 ist nicht Teiler von 6. (f)
—(—A) Es gilt nicht, dass 2 nicht Teiler von 6 ist. (w)

B Jede Primzahl p > 2 ist ungerade. (w)
—B Es gilt nicht, dass jede Primzahl p > 2 ungerade ist. (f)
bzw. es existiert eine Primzahl p > 2, die gerade ist. (f)
—(—=B) Es gilt nicht, dass es eine Primzahl p > 2 gibt, die gerade ist. (w)
bzw. jede Primzahl p > 2 ist ungerade. (w)

Definition 7.16. Eine Aussage, die aus der Verkniipfung mehrerer Aussagen hervorgeht,
ist eine Tautologie, wenn fiir alle moglichen Wahrheitswerte der fiir die Verkniipfung ver-
wendeten Aussagen, die Aussage insgesamt stets wahr ist.

Beispiel 7.17.

e AV (—A), der Satz vom ausgeschlossenen Dritten, ist eine Tautologie. Es regnet oder
es regnet nicht — es gibt keine dritte Moglichkeit.

A —A AV (-A)

W f w

f w w

Tabelle 8: Wahrheitstafel von AV (—A)

e (AN (—A)), das Gesetz vom Widerspruch, ist eine Tautologie. Es regnet und es
regnet nicht ist immer falsch, die Negation daher stets richtig.

A —A AA(=A) —(AA(=A))

w f f w

f w f w

Tabelle 9: Wahrheitstafel von =(A A (—A))

e (A= B) <= ((—A) V B) ist eine Tautologie.
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A B A=B -A (mA)vB (A= B)< ((-A)VB)
w w w f w w
w f f f f w
f w w w w w
f f w w w w

Tabelle 10: Wahrheitstafel von (A = B) <= ((—-A) V B)

7.3 Aussageformen

Definition 7.18. Eine Aussageform ist eine Behauptung, die eine oder mehrere Variablen
enthalt. Eine Aussageform wird zu einer Aussage, wenn fiir die Variablen Elemente der
zugehdrigen Grundmenge 2 eingesetzt werden.

Setzt man Elemente der Grundmenge ein, so dass die Aussageform eine wahre Aussage
ergibt, so nennt man diese Elemente Losungen der Aussageform. Die Menge aller Losungen
einer Aussageform, nennt man Losungsmenge L.

Beispiel 7.19. Grundmenge: Q2 = Z (Menge der ganzen Zahlen)
Alx) x+7=0 ist eine Aussageform mit der Variablen x.
A(=7) —7+7=0 (w) isteine Aussage mit dem Wahrheitswert (w).
A(0) 0+7=0 (f) isteine Aussage mit dem Wahrheitswert (f).

Bemerkung 7.20. Aussageformen mit demselben Grundbereich kann man wie Aussagen
miteinander verkniipfen und erhalt wieder eine Aussageform.

8 Kombinatorik

8.1 Kombinatorische Grundlagen

Kombinatorische Grundlagen

In vielen 6konomischen Fragestellungen treten Fragestellungen auf, bei denen verschiede-
ne Moglichkeiten der Anordnung und Zusammenstellung von Elementen einer Menge zu
bestimmen sind. Aufgabenstellungen dieser Art werden in der Kombinatorik behandelt.

Im Folgenden werden die verschiedenen Fragestellungen zunachst jeweils an einem Beispiel
erlautert und dann in allgemeiner Form behandelt.

Multiplikationssatz

Beispiel 8.1. Ein Restaurant bietet auf seiner Mittagskarte zwei verschiedene Suppen,
fiinf Hauptgerichte und zwei Desserts an. Wie viele verschiedene Meniis lassen sich daraus
zusammenstellen?
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8.1 Kombinatorik

Abbildung 16: Baumdiagramm ,Hausbesuche”, Beispiel 8.4

Aus dem Baumdiagramm lasst sich die Anzahl der Moglichkeiten als 20 ablesen.

Jede der beiden Suppen kann mit jedem der fiinf Hauptgerichte kombiniert werden, und jede
dieser Kombinationen kann wiederum mit jedem der beiden Desserts kombiniert werden.
Es gibt also insgesamt

2-5-2 =20 verschiedene Meniizusammenstellungen.

Satz 8.2 (Multiplikationssatz). Seien k € N und m; € N, 1 < i < k. Wahlt man aus jeder
von k Mengen, die jeweils m; Elemente enthalten genau ein Element aus, so gibt es dafiir
insgesamt

my - my - ... myg Moglichkeiten.

Beispiel 8.3. Wie viele gerade vierstellige Zahlen lassen sich bilden, wenn die erste und die
dritte Ziffer ungerade sein sollen?

Fiir die erste und dritte Ziffer gibt es jeweils 5, fiir die zweite 10 und fiir die vierte Ziffer
wieder 5 Moglichkeiten, insgesamt also

5-5-10-5 = 1250 Moglichkeiten.

Permutationen

Beispiel 8.4. Ein Arzt soll nacheinander Hausbesuche bei fiinf seiner Patienten machen.
Wie viele Moglichkeiten in Bezug auf die Reihenfolge der Patienten hat der Arzt, seine
Hausbesuche zu erledigen?

Fir den ersten Hausbesuch kommen alle fiinf Patienten in Frage, zu jeder dieser Moglich-
keiten gibt es fiir den zweiten Hausbesuch noch vier Moglichkeiten usw. bis fiir den letzten
Hausbesuch nur noch jeweils eine Moglichkeit besteht, insgesamt also

5-4.3.2.1 =120 Moglichkeiten.

Haben wir allgemein eine Menge mit n Elementen gegeben, so bezeichnen wir jede mogliche
Anordnung der n Elemente als Permutation der Elemente.
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Satz 8.5. Sei n € IN. Es gibt
n-(n—1)-(n—=2)-...-2-1=n!
gesprochen ,,n Fakultat”, Moglichkeiten, n unterscheidbare Elemente anzuordnen.

Beispiel 8.6. e Wie viele Permutationen der Buchstaben a, b, ¢, d, e gibt es?Da es
sich um fiinf verschiedene Buchstaben handelt, gibt es 5! = 120 Permutationen.

e Wie viele verschiedene Anordnungen der Buchstaben a, b, c, d, e gibt es, wenn jede
mit a ¢ beginnen soll? Da die ersten zwei Buchstaben bereits festgelegt sind, gibt es
noch 3! = 6 Moglichkeiten.

Auswahl mit Beriicksichtigung der Reihenfolge

Beispiel 8.7. Ein Arzt will zwei der fiinf anstehenden Hausbesuchen vor seiner Mittagspause
erledigen, die restlichen drei kann er erst nachmittags machen.

Wie viele verschiedenen Moglichkeiten gibt es fiir den Arzt, seine Route fiir die Hausbesuche
am Vormittag zu planen?

Abbildung 17: Baumdiagramm ,Hausbesuche vormittags”, Beispiel 8.7

Aus dem Baumdiagramm ergeben sich 5 - 4 = 20 Moglichkeiten.

Satz 8.8. Seien k,n € IN mit k < n. Von n Elementen lassen sich k Elemente mit
Berticksichtigung der Reihenfolge auf

n-(n—1)~(f7—2)'---‘(”_k+1):(nf!k)!

Arten auswahlen.

Auswahl ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

Beispiel 8.9. Beim Lotto werden bei einem Tipp 6 verschiedene Zahlen aus den Zahlen
von 1 bis 49 ausgewahlt. Wie viele Moglichkeiten gibt es, einen Tipp abzugeben?

Wir starten mit folgender Uberlegung: Wenn wir zunichst die Reihenfolge der getippten
Zahlen beriicksichtigen, so gibt es 49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44 Moglichkeiten.

Die Reihenfolge (in der die Kugeln fallen, bzw. die Zahlen getippt werden) ist aber uner-
heblich. 1,2,7,15,17,39 und 2,7,39, 15,17, 1 beschreiben den gleichen Tipp, das gleiche
Ergebnis. Man kann diese 6 Zahlen auf 6! verschiedene Arten anordnen, ohne dass sich der
Tipp andert.
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Bei den oben genannten 49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44 Moglichkeiten kommt also jeder Tipp 6!
mal vor. Um die Anzahl der verschiedenen Tipps zu erhalten, muss man also noch durch

6! dividieren.
Es gibt also

49 .48 .47 - 46 - 45 - 44

6l = 13983816 verschiedene Tipps.

Satz 8.10. Seien k,n € IN mit k < n. Von n Elementen lassen sich k Elemente ohne

Berticksichtigung der Reihenfolge auf

n-(n—=1)-(n=2)-...-(n—k+1)
k!

Arten auswaéhlen.

Man verwendet haufig die abkiirzende Schreibweise

n\ _ n-(n—=1)-(n—2)-...-(n—k+1) n!
(k) =

gesprochen ,,n uber k" oder , k aus n".

Kl ~ (n— k) kI
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