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1 Losen von Gleichungen

Aufgabe 1.
Bestimmen Sie jeweils die Losungsmenge der folgenden quadratischen Gleichungen in R.
2 2 1 2
a)x —gx—gzo b)2x(x —1)+6 =4(x+1) c) 11x — 3 =30x
d) 7x> = 8x e) 4x° + 4 = 8x f) —9x%>=1+6x
Losung
2 1 1 1 1 V6
2
——X—=—=0<= x=—-*t\/—=—4+- = x=-+—
)X —5X g S T XT5T g
1 6 1 6
:>L:{_\/>,+\/>}
5 55 5
b) 2x(x —1) +6 =4(x +1) «= 2x> —2x +6 =4x + 4
3 9 3,V5
2
— Xx*—3x+1=0 < x > 2 1 < x > >
L_{3_V53 ﬁ}
2 2720 2
11 1 11 121 1
1l1x —3 = 2 = x2_- = =) = x= 44—
c) 11x — 3 = 30x X 3OX+1O 0 X 50 502~ 10

— 11 n 121 360
X=— — - =
60 602 602

=L ={ 1} (keine reellen Losungen, da Diskriminante negativ wird)

8 8
d) 7x2=8x <= x(7x—8)=0 X:O\/X:?:L:{O,?}

€) 4x°+4=8x « x> —-2x+1=0 <= (x—1)?=0 <= x=1=L={1}
f) —0x?=1+6x <= Ix°+6x+1=0 <= (3x+1)2=0 < x:—%:»L:{—l}
Aufgabe 2.
a) Fiir welche a € R hat die Gleichung
)x>+3x+a=0 i)x2+ax+4=0
genau eine, zwel, gar keine Loésung?

b) Geben Sie eine quadratische Gleichung an, deren Losungsmenge L = {1 — /2,1 + v/2}
ist.

Losung:

. 3 9
a) i) xX°+3x+a=0 < x:—ii\/z—a

o 9
genau eine Losung: a= Z,



L 9
zwel Losungen: a < 1

. 9
keine Losung: a > 7

i) xX24+ax+4=0 < ai\/az 4 = 24 a2~ 16
i) x X = X=—= 4 = _2
2 4 2 4

genau eine Losung: a° = 16 < a = +4,
zwei Losungen: a° > 16 <= a>4Va< —4,
keine Losung: a°> < 16 <= ac (—4,4)

b) (x—(1-vV2)(x—(1+v2) =0 <= ((x—1)+V2)((x—-1)—+v2)=0

— (x—12-2=0 <= x2-2x—-1=0

Aufgabe 3.

Bestimmen Sie den Definitionsbereich und die Lésungsmenge der folgenden Gleichungen.
a)\/Xz—lz\/X2—X—|—1 b)\/l—x2:\/x2—x+1
) Vx2—2x+2=1/x2+2x+2 d) x =+/3x+10
e) Vx+vVx+6=6 )V1I+vVx=vx—1

Losung:

a)D=R\(-1,1),dax*-1>0 < (x—1)(x+1)>0
— (x—1>0Ax+1>20)V(x—1<0Ax+1<0) < x>1vx<-1

x> —x+1 > 0 gilt fir alle x € R, da x> —x + 1 = 0 keine reellen Losungen besitzt und
x2 — x + 1 eine nach oben gedffnete Parabel ist

Losen der Gleichung im Definitionsbereich:
Vx2—1=vx2—x41 e x*—1=x2—x+1 < x=2=L={2}

b) D = [—1, 1] Begriindung vgl. a)

Losen der Gleichung im Definitionsbereich:
\/1—x2: \/xz—x—i-l — 1-x>=x

2 Xx+1 = 2x2 —x=0 < x(2x—1)=0

— x=0Vvx=3=L={03}

c)D=R, dax®—2x+2>0fiir alle x € R und x* +2x +2 > 0 fiir alle x € R

Losen der Gleichung im Definitionsbereich:
VX2 —2x+2=x242x+2 e x> —2x+2=x>+2x+2 < x=0=1L = {0}

d) D =[-% 00)

Losen der Gleichung im Definitionsbereich:

3 9
Xx=vV3x+10=>x2=3x+10 < x> -3x—-10=0 < X=§i 2—1—10
7
<= X_giﬁ << x=bvx=-=-2



Probe zeigt: Nur x =5 ist Losung! = L = {5}

e)D=[-2,0),da VX+vVx+6=0 <<= x+Vx+6=0 <= Vx+6=—x

1 1 1 5
=>x2=x4+6 < x>-x—-6=0 < x=5Ey7FT06=5%3

Probe zeigt: Nur x = —2 ist Losung!

Losen der Gleichung im Definitionsbereich:

VX+VXx+6=6 < x+Vx+6=36 < Vx+6=36—-x=x+6=(36—x)?
73 13
X2 —73x+1200=0 <= x= — 4+ — <= x=43vx=30

2 2
Probe zeigt: Nur x =30 ist L"osung! = IL = {30}
fyD=1[1,00)

Losen der Gleichung im Definitionsbereich:

VIFVx=Vx—1 <= 14+/x=x-1 = /x=x—-2=x=(x—-2)?

5 25 5 3
= x=x2—4x+4 & x°—bx+4=0 < ><:§iwj—4:§i5

<~ x=4Vvx=1
Probe zeigt: Nur x = 4 ist Losung! = L = {4}

Aufgabe 4.
Bestimmen Sie jeweils den Definitionsbereich und die Lésungsmenge der folgenden Gleichungen.

x—2 x2—x-1 X X2 x—3 X2

a) b) + = =
2x+2  x+1  x+1 x+1 x4-1 x-1
10x—13 x2+x+1
2 _ =
<) X—2 2—X

Losung:

a) D=R\ {—1}, Losen der Gleichung:

x—2 x*—-x-1 X x—2  2x7—2x—2-2x
2x+2  x+1 x+1 2(x+1) 2(x + 1)

2x2 — 5 2x — 5 5

Gl x(2x ):O(:>X:O\/X:f:>]ld:{0,%}

o+ - T 2+ D) 2

b) D =R\ {—1,1}, Losen der Gleichung:

x? x—3 x? xX°(x —1)+x—-3—x%(x+1)
+ = = =
x+1 x2-1 x-1 (x—1)(x+1)
— —2x2+x—3_0
(x—1)(x+1)
1 3 1 1 3
_ 3= 2_ -4 — - _ =
=L={},da-2x°+x-3=0 < x 2+2 0 < x 4i 25
c) D =R\ {2}, Losen der Gleichung:
10x — 13 x?+x+1 2x —4—10x+ 13+ x*+ x + 1 X% —7x + 10
= = = =0 &= —
X =2 2—x X—=2 X—=2



(x =5)(x—2)
X —2
Aufgabe 5.
Geben Sie jeweils die Definitionsmenge der folgenden Logarithmusgleichungen an und losen sie
diese.

=0 < x=5=L={5}

a) lgx =3 b) lgx = c) log, x = d)3lgx=1

W[
N W

1
e) Ig(3x):§ f)lgx =1g3—1g2 g) lgx+1g(4x) =2 h) lgx —lgv/x =2lg2

Losung:
Esist D = R,. Losen der Gleichungen im Definitionsbereich:

a)lgx =3 <= x=10%3=1000= L = {1000}

1
b) lgx = 5 <= x = 103 = V10 = L = {V/10}

3
c) logy x =5 = x=22=8=2V2=L={2V2}

d)3lgx =1 < X:]_O%:m:}}l“:{m}

e) |g(3x):§ — 3x =107 < X=3\/ﬁ:>1[4:{3\/ﬁ}

3 3 3
fllgx=1g3—1g2 <~ ng:lg§ — x-2:>L—{2}

9) lgx +1g(4x) =2 <= Ig((2x)2):2 — 2lg(2x) =2 <= 2x =10 <= x=5=
L = {5}

h) lgx —lgv/x =21g2 < Ig(vx) =21g2 < lgx =lg (2*) += x =16 =L = {16}

Aufgabe 6.
Lésen Sie die folgenden Exponentialgleichungen.

a) 4 = 64 b) 5% =10 c)3 =7
d) 22 =2t =14 ) 9.2¥ —4.3% —3¥F1 = 9(3¥ — 2¥)

Losung:
A) 4 =64 & & =43 &= x=3=L={3}

b) 5 =10 <= x =logs 10 = L = {logs 10}
)3 1 =7 <= 3¥=21 <= x=1l0og32l =1+logs7 =L = {1+log57}

d) 2X2 -2t =14 = 2¥.272 2.2 =14 + 2%¥(+ —2) =14 < 2¥= -8, nicht
I6sbar, da 2 > 0 =L = {}



e) 9-2xt3 —4.3x —FHL =9g(3X —2X) <= 09.2¥.23 - 4.3¥ - 3¥.3=0.3X 9.2
X

2 1
< T72-:2X40.2X=90.34+4.3*+3¥.3 «<— 81-2x=16 3% <— —:—6

N N 3x 8l
— (3) :(3> — x=4=1L=1{4}

Aufgabe 7.
Bestimmen Sie jeweils die Lésungsmenge der folgenden Gleichungen. Achten Sie genau auf die
notigen Fallunterscheidungen.

a)lx—=7=2 b)IBx+6l=x  ¢)|3x—5|=2|x+ 2 dIx—4+2—x]=2
Losung:
a)l. Fal x=7>0. Dann: [x—=7|=2 <= x—7=2 < x=9=1L; ={9}
2. Fall x—7<0.Dann: [x—=7|=2 <= —(x—7)=2 <= x=5=1L,={5}

Insgesamt: L =1L; UL, = {5,9}

3 \ f

b) 1. Fall: 3x+6>0 <= x> —2. Dann: [3x+ 6] =x <= 3x+6=x

— x=-3=L;={ } da-3<-2

2. Fall: 3x+6 <0 < x< —2. Dann: [3x+ 6| =x <= —(3x+6) =x
3 3

<:>x:—§:>L2:{ },da—§>—2

Insgesamt: L={ }

e

5
c) Voriiberlegung: 3x —5 >0 <~ ng; und x +2>0 < x> -2



4. Fall 2. Fall

r+23=—-[r+12) r+3=r+2
3 = 5l = —[-"Lr —-"bl dr — 3| = —| ki — ¥l
: ¥ : F— :
=3 -2 -1 [} I 532 3
5
1. Fall: ng. Dann [3x =5/ =2|x+2| <= 3x—-5=2x+4 < x=9=1; = {9}

5
2. Fall: =2<x< =. Dann [3x =5/ =2|x+2| <= —3x+5=2x+4

w

1 1
— =—:>IL:{—}
XT5 T TG

3. Fall: x < —2. Dann [3x — 5| = 2|x + 2| <= —3x4+5=-2x—4 <= x=0> -2
=Ls={ } .
Insgesamt: L = L, ULy ULz = {3,9}

P4

d) Voriiberlegung: x —4 >0 <= x>4,und2—x>0 <= x <2

4. Fall 2. FEall
d—rl=2—-=r P — — |2 —r]

r—4|=—-[xr—-41)

i :IE I X

1. Fall x>4. Dann [x — 4|4+ 2 —x|=2 <= x—4-24x=2 <= x=4=1,={4}
2. Fall: 2<x<4. Dann [x —4|+2—x| =2 <= —x4+4-24x=2 <= 2=2
=>L2=[2,4)

3. Fall: x<2. Dann [x —4|+2—x| =2 <= —x+4+2—x=2

= x=2¢(-00,2)=>L3={ }

Insgesamt: L =1L; UL, ULL3 = [2,4]



)

2 k] 1 5

Aufgabe 8.
Geben Sie fiir die folgenden Gleichungen jeweils den Definitionsbereich an, und bestimmen Sie
die Lésungsmengen mit Hilfe geeigneter Substitutionen.

a)a*—13a2+36=0 b)w*—5w2+4=0 ¢)y3—y6=1
d)x2—2x1=15 e) 2t -4 —1=0 ) (Inx)>—In(x*) —21=0

Losung:
a) a* —13a% + 36 = 0, substituiere s = a°> = s> — 135+ 36 =0

13 /132 13 5
[ — _ :7:|:— pry fry
<— s 5 7% 36 > 5 <— s=9Vs=4

Riicksubstitution: a2 =9=a=3Va=-3,a’=4=a=2Va=—-2
~L={-3-223}

b) w* — 5w? 4+ 4 = 0, substituiere s = w?> = s> — 55 +4 =0

/2
<= S:Zi ;-4 < s=4Vs=1

Riicksubstitution: w2 =4 =w=2Vw=-2 w2=1=>w=1Vw=—1
~L={-2-112}

c) y3—y® =1, substituiere s =y3=s5s-5°=1 < s°—s+1=0
<= 1:|: L 1
s== _—
2 4

= IL = {}, weil die Diskriminante negativ ist

d) x 2 —2x"1 =15 D =R\ {0}, substituiere s = x 1 = s> -25s - 15=0
— s=1£y/1+4+15 <= s=5Vs=-3

o 1 1
Riicksubstitution: x 1 =5 = x = 3 x1=-3=x= —3

11
SL={-> -
{55}

e) 2xt1 _ 4% _ 1 =0, substituiere s =2X =2.2X = (2X)° =1 =0 <= 25s—s2—1=0

= s2-25+1=0 = s=1+/1-1=1
Riicksubstitution: 2X =1 = x =0= L = {0}

1 1
—{5/; i‘/g],wegen 36 —1>0As%>0,

. 3t—1
substltweret:s6:>In(3t—1)—Int:O<:>In< - ):O

f)In(3s®—1)—In(s®) =0, D=R\




3t—1
=l<4=3t-1=t <= 2t=1 < t=

t
. o 6 1 61 o1
Riicksubstitution: s° = 5 = s5=— 5\/52 5 =1L =

Aufgabe 9.

—N N =

a) Berechnen Sie den Wert der folgenden Determinanten

7 -3 1 -5
-2 4 6 —8
b) Fiir welche x € R ist
1 x
=07
x 4 0
Losung:
7 -3 1 =5
a) 5 4 ‘—7-4—(—3)'(—2)—22, ‘ 6 _8 ‘—1-(—8)—6'(—5)—22
1 x 5
b) . 4 =0 4—x=0<+= x=2Vx=-2
Aufgabe 10.
Losen Sie die folgenden linearen Gleichnungssysteme mit Hilfe der Cramerschen Regel:
i—y:]_ X — 3y = 3 2 — y = 7
a) 2 - b) x _ c) y 7
X +y =3 3 y = _X+§__§
Losung:
1 1
= —1 3 1 -1 = 1 1
2 _ > — — —12 S
a)D"1 1‘_2' Dx ‘3 1‘ 4 Dy '1 3‘ 2
_Dc_8 D _1
D 37 D 3
8 1 _ :
=L = {(§ §>} (Genau ein Schnittpunkt.)
1 -3 3 -3 . .
b) D = % 1 ‘—0, DX—‘ 5 1 ’——18 nicht losbar
=L ={ 1} (Geraden parallel und verschieden)
7 -1
2 -1 2 7
C)D: ] % :O, DX:'_7 } :O, Dy:‘—l _% =0
2

Unendlich viele Losungen L = {(x,y) € R x R : 2x — y = 7} (Geraden sind gleich.)
Bemerkung: Zusatzlich Gleichungen jeweils auf die Form y = mx + b bringen; Skizzen der
zugehorigen Geraden; Vergleich Steigungen; Achsenabschnitte
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